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9. Frequenzanalyse

In der Wechsd stromlehre erfolgt fir lineare Netzwerke die Berechnung mit Hilfe der komplexen Rechnung. Als
Anregung (z.B. Spannungsguelle) ist dabei eine harmonische (sinusformige) physikalische Grolie nur einer
Frequenz vorhanden. Ist die Anregung nicht sinusférmig, mul’ diese Anregung auf die Komponenten der
Frequenz untersucht werden. Die Auswirkungen der berechneten Frequenzkomponenten miissen anschlief3end
einzeln als Anregung auf das Netzwerk untersucht werden. Bei linearen Netzwerken gilt das Uberlagerungs-
prinzip. Somit missen die einzelnen berechneten Auswirkungen iberlagert werden.

o
@ i, *cos(wt+e,)
uy(®) - @ fi,,*cosRwt+,)
O @ i *cos(3wt+es;)
|
|
&
‘ G, *cos(nwt+@,)
Bild MA9A: Umwandlung einer allgeme nen Spannungs-
quelle in die Frequenzkomponenten
@ restliches
lineares
Netzwerk
S
S
Z

—

Bild MA9B: Berechnung linearer Netzwerke mittels Uberlagerung

Die oben beschriebene Aktion soll in den Bildern MA9A und MA9B verdeutlicht werden. Die allgemeine
Spannungsguelle uy(t) wird untersucht auf die Frequenzkomponenten und durch eéine Summe von Spannungs-
quellen dargestellt, siehe Bild MA9A. Nach dem Uberlagerungsprinzip sind bel einem linearem Netzwerk die
Auswirkungen einer jeden Spannungsquelle einzeln zu untersuchen und danach zu addieren, siehe Bild MA9B.

Verson 1.1 22. Dezember 2000



2 9. Frequenzanalyse

Allgemein &3t sich die Berechnung auch formelméafiig beschreiben:

O, @1 => Og = Oy o, =>komplexeRechnung  =>0, = i, => u, = 0, *cog(wt + ¢,)

Uy @2 => Oz = O lo, =>komplexeRechnung  => 0, = G,lp, => U, = 0, *cos(2wt + ¢,)
U @3 => Oz = Ogs los =>komplexeRechnung  =>0; = Gslo; => Us = Uz * cos(3wt + ¢3)
Og @0 => 0= O gy =>komplexeRechnung  =>0,= GO,le, => U, =0, *cos(nwt + ¢,,)

ut)=u + u,+u;+..... U,

Aus den Amplituden und Phasenwinkeln der einzelnen Quellspannungen werden die einzelnen Amplituden und
Phasenwinkel der zu untersuchenden Grof3e (im oberen Beispid u) berechnet. Zum Schul’ werden alle Aus-
wirkungen addiert.

Eingangssignal

A Frequenzzerlegung

B Einzelne Frequenzkomponente mit Hilfe
der komplexen Rechnung untersuchen

C Auswirkungen der einzelnen Frequenz-
komponenten addieren

Bild MA9C

Bild MA9C verdeutlicht die Teilaufgaben. Im Rahmen der Mathematik soll hier in erster Linie nur der Punkt A -
Frequenzzerlegung - behandelt werden.

Signal
periodisches Signal nicht periodisches Signa
Kapitel 9.1 Kapitel 9.2
Fourier-Reihen Fourier-Integral

Bild MA9D: Einteilung von Signalen

Nach Bild MA9D lassen sich die Signale in Bezug ihre Periodizitét einteilen. Der gréfite Teil der Frequenz-
analyse (Kap. 9.1) beschéftigt sich mit periodischen Signalen. Periodische Grofien lassen sich mit Hilfe von

Fourier-Reihen (Kap. 9.1) beschreiben. Nicht periodische GroRen (in der Regel Einmalsignale, Impulse)
lassen sich mit Hilfe des Fourier-Integrals (Kap. 9.2) beschreiben.

Die obere Einteilung erfolgte anhand einer elektrotechnischen Problemstellung. Auch in der Mechanik kénnen
Vorgénge mit Hilfe von Fourier-Reihen und Fourier-Integral berechnet werden. Als Anregung fir ein Feder-
Masse-System kann man sich eine gegebene Kraft oder einen gegebenen Weg vorstellen. Ist die Anregung nicht
harmonisch, (sinusformig), wird eine Frequenzzerlegung erforderlich.

Verson 1.1 22. Dezember 2000



9.1. Fourier-Reilhen 3

9.1. Fourier-Reihen

9.1.1. Einleitung

9.1.1.1 Allgemeiner periodischer Verlauf int

(1)

| | | | =t

AR

Bild MA9111A zeigt einen periodischen Verlauf in t mit der Periodendauer T. Die Bedingung hier ist, da3 sich
der Zeitverlauf nach der Periodendauer T wiederholt:

Bild MA9111A

f(t) = f(t + nT) (9.1.1.2)

9.1.1.2. Allgemeiner periodischer Verlauf in x

1 109

L /Zn w4n

Bild MA9112A zeigt einen periodischen Verlauf in x mit der Periodendauer 27. Die Bedingung hier lautet:

= X

Bild MA9112A

f(x) = f(x + n*2m) (9.1.1.2)
wird in Gleichung (9.1.1.1) t ersetzt durch wt (bzw. T durch wT) ergibt sich:

f(wt) = f(wt + N*wT) (9.1.1.3)
Durch einen Vergleich von (9.1.1.2) und (9.1.1.3) l&ft sich ablesen und umformen:

X = wt (9.1.1.4)
n*2r =n*wT
w=27n/T (9.1.1.5)

Die Frequenz ergibt sich a's Inverse der Periodendauer:

1
f== 9.1.1.6
= ( )
Somit 143t sich die Kreisfrequenz in (9.1.1.6) auch angeben als:
w = 2nf (9.2.1.7)

Verson 1.1 22. Dezember 2000



4 9. Frequenzanalyse

9.1.1.3. Mathematische Beschr eibung periodischer Verlaufe

Das Problem, dal3 eine Funktion f(x) durch eine Ersatzfunktion g(x) angenahert wurde, ist sind aus Kap. 8.5
(Potenzreihenentwicklung) bekannt. Hier war die Vorgabe: Die Ersatzfunktion soll die urspriingliche Funktion
in der Ndhe der Entwicklungsstelle recht gut wiedergeben. Die Bedingungen dabel waren: Die Ableitungen
beider Funktionen sollten an der Entwicklungsstelle Ubereinstimmen. Hier (bei periodischen Funktionen) ist nun
eine andere Aufgabe vorhanden: Die Funktion aus Bild MA9112A soll als Reiheim gesamten Bereich mdglichst
gut angenahert werden.

Im Vorgriff auf die tatschliche Losung soll die folgende Funktion untersucht werden:

2 . 1 .
= g + = 9n(3x — sin(bx
y= sin(x) 9 (3% t e (5%)
1 . 2 . 1 .
- — gn(7x - — 9n(9x - — 9n(11x
49 () 81 ) 121 (119

+

1 . 2 . 1 .
sin(13x — an(15x — an(17x
g SN+ oo SN+ ogg SN

-1 odney - -2 sn@e) - -1 Sn@3) + ...
361 441 529
oder als abgebrochene Reihe:

n

Y, = Y, b snkx)

k=1,35,7..

Wiemit zunehmenden Reihengliedern, dieangengherte Funktion deutlich sichtbar wird, zeigt Bild MA9113A auf
Arbeitsblatt MAIII-1. Die periodische Trapezform wird mit grof3erer Anzahl der Reihengliedern sichtbar. Mit
n =11 und n = 17 wird die Trapezform schon recht gut wiedergegeben.

Aus dieser Einleitung ist erkennbar, dai3 die Summe von periodischen Funktionen wieder periodische Funktion
ergibt. Diese Summen von periodischen Funktionen werden allgemein als Fourier-Reihen bezeichnet.

Verson 1.1 22. Dezember 2000
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1.0

L. . 0.0

720 900

05 /

1.0 L

720 900

n=11

L 0.0

13Uo 54U° w00

n=17

1.0 |

Bild MA9113A

y= sn() N %sin(3x)

1

+

1

- —39n(19x) - — sin(21x
361 (199 441 (219

Verson 1.1 22. Dezember 2000
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1 . .
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- —8n(23x) + ....
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1Uo 54U° 200

1 .
+ — sin(bx
> (5%)



6 9. Frequenzanalyse

9.1.2. Allgemeine Form der Fourier-Reihe

Wie sieht die allgemeine Form der Fourier-Reihe aus? Die allgemeine Form einer harmonischen Gréfeist die
Addition einer Sinus- und einer Kosinus-Funktion mit beliebigen Amplituden. Ein beliebiger periodischer
Verlauf ist nun die Addition von beliebigen Harmonischen. Einejede harmonische Funktion hat den Gleichanteil
Null. Damit ein periodischer Verlauf mit Gleichanteil beschreibbar ist, mul3ein konstanter Anteil addiert werden.
Aus dem vorher Erwéhnten folgt der Ansatz fir die reglle Fourier-Reihe:

Y - 2+ Y a ook + 3 b, sinflo (.
k=1 k=1

Der konstante Anteil mit a,/2 erscheint im Moment nicht erklérbar (Ableitung spéter). Die a,, b, und a, werden
Fourierkoeffizienten genannt. Falls nun ein analytischer Funktionsverlauf gegeben ist, besteht das Problem a,,
b,und &, zu berechnen (siehe Kap. 9.1.4). Auch bei gegebenen Mefdwerten ist die Bestimmung der a,, b, und a,
moglich (siehe Kap. 9.1.8). a2 wurde im oberen Ansatz gewahlt, weil sich dann die a, (k = 0....) algemein
berechnen lassen (Ableitung spéter).

Der obere Ansatz erfolgte fir eine Funktion y = f(x) mit der Periode 2n. Meistens sind periodische Funktionen
zeitabhéngig mit der Periode T und der Kreisfrequenz w,,

Wird x in (9.1) ersetzt durch:

ergibt sich die allgemeine Fourier-Reihe als Funktion der Zeit t:

y(t) = % + kZ a, cos(kwyt) + kZ b, sin(kw,) (9.3)
=1 =1
mit der Periode
_ _ 27
w*T =21 => T-=-=2 (9.4
W,

Wiederholung und Erganzung: Begriffe zu periodischen Funktionen.
K osinus-Funktion: Funktion nur einer Frequenz mit dem Maximum bei x = 0 oder t = 0.
Sinus-Funktion: Funktion nur einer Frequenz mit dem Maximum bei X = /2 = 90° = wy* T/4.

Har monische Funktion: Funktion nur einer Frequenz mit beliebiger Amplitude und beliebiger Phase. Diese
183t sich aus der Addition einer Kosinus- und einer Sinus-Funktion bilden.

Periodendauer: Die kirzeste Differenz der unabhdngigen Variablen (x oder t) nach der sich der
periodische Vorgang wiederholt.

Gleichanteil: Arithmetischer Mittelwert, wird durch ay/2 repréasentiert.

Verson 1.1 22. Dezember 2000



9.1. Fourier-Reihen 7

Grundschwingung: Ist die harmonische Schwingung mit der Grundfrequenz. Die Grundfrequenz ist die
Frequenz mit der Periodendauer (s.0.). In der Summenformel hat die Grundschwin-
gung den Index (k = 1).

Ober schwingungen: Alles was nicht Gleichanteil oder Grundschwingung ist, wir as Oberschwingungs-
anteil bezeichnet. Die Frequenzen der Oberschwingungen sind ganzzahlige vielfache
der Frequenz der Grundschwingung. In der Summenformel représentieren die Ober-
schwingungen die Indizes mit k > 1.

Grund- und Oberwellen: Die Ausdriicke werden haufig irrtimlich fir Schwingungen benutzt. Die Ab-
héngigkeit y = f(x) oder y = f(t) ist keine Welle. Eine Welleist eine zeit- und
ortsabhdngige Grofe. Wellen sollen in diesem Kapitel nicht behandelt
werden.

9.1.3. Berechnung von Integralen

Bevor in Abschnitt 9.1.4 die Bestimmung der Koeffizienten a,, b, und a, vorgenommen wird, sollen die daf(ir
notwendigen Integralein diesem Abschnitt bestimmt werden.

Berechnung 1. Integral

L - [ ousiodd 1'kx/ZJT Lisin(ken) — sin(0)] = 0-0
1*X[OCOS()X*?SW'()X:0*?[S'”( w) - sn(0)] =

2m
f cos(kx)dx = 0 k>1
x=0

Berechnung 2. Integral

2n

I, = [ sin(ogdx - %cos(kx)/

27
x=0 X=

- Yeosikam) - cos(0)] - 1[1- 1]
o Kk k
21
[ sinogax - 0 k1

x=0

DasErgebnisdes 1. und 2. Integral sagt aus: Das|ntegral einer reinen Wechsel grélie Gber eine oder mehrerevoll-
sténdige Perioden ist Null.
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8 9. Frequenzanalyse

Berechnung 3. Integral

2
Iy = fcos(kx)*cos(mx)dx =2
x=0

Umformung:

Tabelle: cos(kx) xcos(mx) = %{ cog{(k - m)x] + cosf(k + m)x]}

2n . . 2
Iy = 5 [ cosl( - mx] + cos{(k + m) o - 1fsin[k - mp 9“[(k+m)xl} "
x=0

2l k-m kem Jx-0
_ 1) sin[(k -m)2x] - sin(0) , sin[(k + m)2x] - sin(O){ _ 0 K+m
2 k-m k+m
k=m
2n 2n 1 1 2n 1
. - = - 421 =
fcosz(kx)dx f2[1 + cos(2kx)]dx Zfdx S*am = 7
x=0 x=0 x=0
Zusammenfassung der Berechnung des 3. Integrals
2
fCOS(W)*COS(W)dX =0 k#m
x=0
2
fcos(kx)*cos(mx)dx =7 k=m
x=0

Berechnung 4. Integral

2 2
fsin(kx)*cos(mx)dx = %f{sin[(k +m)x] + sin[(k - mx]} dx
x=0

x=0

Il
o

2
fsin(kx)*cos(mx)dx
x=0

Kommentar: Der Integrand wird umgeformt in zwei Sinusschwingungen verschiedener Frequenz mit der
Periode 27 dividiert durch eine ganze Zahl. Das Integral wird immer zu Null, weil Uber eine
ganze Periode integriert wird. Auch fur k = m wird das Integral hier zu Null, weil der zweite
Term im Integranden Null wird.
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Berechnung 5. Integral

21 21
fsin(kx)*sin(mx)dx = %f{cos[(k -m)x] - cog[(k + m)x]} dx
x=0 x=0

Die Umformung ergibt fast den gleichen Ausdruck as das Integral aus der Multiplikation zweier Kosinus-
Funktionen (Berechnung 3. Integral). Nur das Vorzeichen des zweiten Ausdrucksist verschieden. Dieser ergibt
Null. Das Integral der Multiplikation zweler Sinus-Funktionen ergibt das gleiche Ergebnis als das zweier
Kosinus-Funktionen:

21

fsin(kx)*sin(mx)dx =0 k=m
x=0
2
f sin(kq)*sin(mx)dx = = k=m
x=0

Zusammenfassung der Ergebnisse

Ergebnis 1. Integral

2m
f cos(kx)dx = 0 k>1 (9.1.3.1)
x=0

Ergebnis2. Integral

2m
f sin(kq)dx = 0 k>1 (9.1.3.2)

x=0
Ergebnis 3. Integral

2m
f cos(kx) *cos(mx)dx = 0 0 k=m (9.1.3.3)
x=0
2m
f cos(kx) +cos(mx)dx = = k=m (9.1.3.4)
x=0

Ergebnis4. Integral

2m
f sin(kx)*+cos(mx)dx = 0 (9.1.3.5)
x=0

Ergebnisb. Integral

21

f sin(k)*sin(mx)dx = 0 k=m (9.1.3.6)
f sin(kq)*sin(mx)dx = = k=m (9.1.3.7)
x=0
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10 9. Frequenzanalyse

9.1.4. Bestimmungq der Fourier-K oeffizienten

9.1.4.1. a, - Bestimmung

Zur g, - Berechnung wird die Fourier-Reihe (9.1) integriert in den Grenzen von x = 0 bis 2.
21

21 o s
f y(x)dx = f % + Y acrcos(kx) + Y b rsin(kx) |dx
.0 k=1 k=1

x=0

Vertauschen von Integration und Summation ergibt:
21 21 ao oo 21 oo 21
fy(x)dx = f=dx -y akfcos(kx)dx -y bkfsin(kx)dx
x=0 x=0 2 k=1 x=0 k=1 x=0

aus den Gleichungen (9.1.3.1) und (9.1.3.2) ist bekannt:

21 21
f cos(kx)dx = 0 und f sin(kq)dx = 0
x=0

x=0

Damit ergibt das obere Integral Uber y(x):

2n 2n 27
fy(x)dx = ifdx _ Py ~ Bo.on
x=0 2x=0 2 x=0 2

Es soll integriert werden Uiber die Periode 2. Ob bei x = 0 begonnen wird oder x = X, , ist egal. Wird auf3erdem
“m” durch “k” ersetzt, erhalt man:

8 = [ Yo (9.5)

a, - Bestimmung mit Hilfe des Mittelwertes:

X, +21 X, +21

- 1 B B 1
y - 2—nX=fX1y(X)dx = fx1 Y| = Zag

N[
S I

a - 27 (9.5.A)
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9.1. Fourier-Reihen 11

9.1.4.2. a,, - Bestimmung

Der Index "m" soll betrachtet werden. Dazu wird die Funktion y(x) mit cos(mx) multipliziert und wiederum tber
2w integriert:

2m 2m oo 0o
[/ Y60 scosmagix = [ |2+ 3 aecaslo) + X b, siniog-cosmaa
x=0 = =

x=0

Ausmultiplizieren und Vertauschen von Integration und Summation ergibt:

21 ao 21 oo 21 oo 21

fy(x)*cos(mx)dx = ?fcos(mx)dx -y akfcos(kx)*cos(mx)dx -y bkfsin(kx)*cos(mx)dx (9.1.4.2.1)
x=0 x=0 k=1 x=0 k=1 x=0

AusKap. 9.1.3 ist bekannt:

21

f cos(kq)dx = 0 k>1 (9.1.3.1)
x=0
2m
f sin(kx)*+cos(mx)dx = 0 (9.1.3.5)
x=0
2m
f cos(kx) *cos(mx)dx = 0 k#m (9.1.3.3)
x=0
2m
f cos(kx) +cos(mx)dx = = k=m (9.1.3.4)
x=0

Dieviden Summen der Integrale auf der rechten Seite der Gleich (9.1.4.2.1) liefern nur einen Beitrag. Somit
ergibt sich:

2fﬂy(x)*cos(mx)dx = a *T k=m
x=0
Umgeformt erhélt man den Koeffizient a,, der Fourier-Reihe
a, - izfy(x)*cos(mx)dx
jT><=0

Es soll integriert werden Uber die Periode 2. Ob bei x = 0 begonnen wird oder x = X, , ist egal. Wird auf3erdem
“m” durch “k” ersetzt, erhalt man:

X, +21

% y(x) ~cos(kx)ax (96)
X%

a, =
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12 9. Frequenzanalyse

9.1.4.3. b,, - Bestimmung

Dieb,, - Bestimmung geschieht in gleicher Weisewie die a,, - Bestimmung. Nur hier wird die Funktion y(x) mit
sin(mx) multipliziert und wiederum Uber 2w integriert.

k=1

2n 2n o 0
fy(x)*sin(mx)dx = fl% + Y a ~cos(kx) + kz; b, +sin(kx) [+sin(mx)dx
x=0 =

X=

Ausmultiplizieren und Vertauschen von Integration und Summation ergibt:

21 ao 21 oo 21 oo 21

fy(x)*sin(mx)dx = ?fsin(mx)dx -y akfcos(kx)*sin(mx)dx -y bkfsin(kx)*sin(mx)dx (9.1.4.3.1)
x=0 x=0 k=1 x=0 k=1 x=0

AusKap. 9.1.3 ist bekannt:

2m
f sin(kx)*cos(mx)dx = 0 (9.1.35)
x=0
2m
f sin(kx)*sin(mx)dx = 0 k=m (9.1.3.6)
x=0
2m
f sn(kq)=sin(mx)dx = = k=m (9.1.3.7)
x=0

Dievielen Summen der Integrale auf der rechten Seiteder Gleichung (9.1.4.3.1) liefern nur einen Beitrag. Somit
ergibt sich:

2n
fy(x)*sin(mx)dx = b, *7m k=m

x=0

Umgeformt ergibt sich der Koeffizient by, der Fourier-Reihe

21

b - =+ [ 69 +sin(meix
TEx=0

Es sall integriert werden Uber die Periode 2rt. Ob bei x = 0 begonnen wird oder x = X, , ist egal. Wird auRerdem
“m” durch “k” ersetzt, erhdlt man:

X1+2TE
% y(X) +sin(lod)dx 9.7)
X%

b, =
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9.1.4.4. Zusammenfassung

Diein 2w periodische Funktion y(x) soll mit Hilfe der Reihe

V) - 2+ Y acosi) + X b, sin(od (.1
k=1 k=1

angepaldt werden. Die Koeffizienten a, und b, lassen sich mit Hilfe der folgenden Formeln bestimmen:

X1+21T
1
_ 1 95
% =~ X f y()dx (9.5)
a - 2y (9.5.A)
1X1+2TE
g = ?X[X y(x) +cos(kx)dx (9.6)
X1+21T
b - = [ ¥69+sin(logelx ©.7)
TEx=+><l

9.1.4.5. Fourier-Reihe f(t)

Bislang wurden periodische Vorgangein x mit der Periode 2n behandelt. Fur dietheoretische Betrachtung reicht
dieses aus. Fur zeitabhangige Grof3en in t wird x substituiert durch wt.

Wy =27n/T T - Periodendauer der Grundschwingung
dx = d(wet) = (2n/T)*dt (9.2.4.5.1)

Somit ergibt sich die Fourier-Reihein t:

y(t) - % + Y a ccostkiog) + ¥ b rsn(kog) ©9.3)
k=1 k=1

mit
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14 9. Frequenzanalyse

we*T =27 => T == (94)

Die Fourier-K ogffizienten ergeben sich durch Substitution von x mit Hilfe von (9.2) und (9.1.4.5.1) in (9.5) bis
(9.7

t+T

a, - % [ vtoet 9.8)
t=t
tl+T

2

8 = T [ Yt -cos(keogt)ct (9.9)
t=t
tl+T

b, - % [ YO sinkog)et (9.10)
t=t,

9.1.5. Beispidle

In diesem Abschnitt sollen drei Beispiele berechnet werden (Kap. 9.1.5.1). Im Abschnitt 9.1.5.2 werden
Berechnungsergebnissen vorgestellt mit anschliel¥ender Diskussion in Kapitel 9.1.6.
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9.1.5.1. Ubungsaufgaben

Beispid 1: (Rechteckfunktion)
ly
= 27
eben: X) =h T oex<e®
h geg y(x) > >
| = y(x)=0 %<x<%n
I
-1/2 w2 T 327 2m
Bild MA9151A
a, - Bestimmung:
1X1+21T
8, - — [ y(Xdx (9.5)
T X=Xl
Hier wird zweckméligerweisevon X, = f% bis x2:+% integriert:
+nf2 +7/2
N T [ x=-m/2 T2 2
a, - Bestimmung:
1X1+21T
3 = [ y0Jcos(iogdx (9.6)
X

2 +10/2 [
1 hi. hl. (= . T
= = h kx)dx = sin(kx = Isin) =—*k| — sinj ——==k
8 = — [ hecosk ()/ (2] (2]

Pl N

X=-1/2

k | 1] 23] 4] 5
sin(k*/2) 1| 0] 1]o]1]o]1]o0

»
\,
(o]

b, - Bestimmung:

Xl+21'r
b = L [ y(x)sin (ke dx ©.7)
T X=X
+1/2 +TE/2
b, - + [ h*sin(kx)dxﬂlcos(kx)/ __h w{l*ka{E*)]o
T T K -1/2 Tk 2 2
X=-71/2
Ergebnis:
y(X) = % + kZ a +cos(kx) + kZ b, +sin(kx) (9.1)
=1 =1
y(x) = L 2=hi*COS(X) - i*COS(3X) + i*COS(SX) - i*cos(?x) + o
2 7|1 3 5 7
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16 9. Frequenzanalyse

Beigpiel 2: (Studenten)

ly

-2

Bild MA9151B

gegeben: obere Funktion
gesucht: 8, & by
Ergebnis:

0

&
=0

b, - %[1 ~ cos (km)]

|-

8|1 1

N PRI T §
*?[1 (-1 ”

3n

y(x) = = T*sin(x) + §*sin(3x) + %*sin(SX) o
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Beigpiel 3: (Dreieckfunktion)

by

-T‘E/Z n‘/2 ﬂ‘ 3‘l2n 2n
Bild MA9151B

gegeben: y(xX) = h2 x I oxc<
T 2
yo) = h2sx-m)  Eo<x<
T 2
a, - Bestimmung:
8=0 da Mittelwert Null, aus Gleichung (9.5A)
a, - Bestimmung:
1X1+21'r
8 = — [ y0joos(ioax
X
1 +1/2 2 1 3n/2 2
a - = f h-<«x+cos(kx)dx + — f (h—] (x - m)=cos(kx)dx
T T T T
X=-1/2 X=11/2
cos(kx) = + cos(kx—km) = + cogk(x-)]
2h +1t/2 3n/2
3 = = f x+cos(kx)dx * f (x - m)cog[k(x ~T)]d(x-T)
T X=-1/2 X=11/2
Substitution: U=Xx-m
2h -ni/2 /2
a - = f x+cos(kx)dx = f u+cos(ku)du
T X=-11/2 u=-m/2
&=0
/2
_ 4h
a = — x+cos(kx)dx
X=-1/2
Tabelle: [xcosflogelx - co(ko) -, x=sin(ky)
k? k
a - Ahlooskg | x-sin(k +mi2
2| k2 kK |x=-m/2
&=0

Verson 1.1 22. Dezember 2000
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(9.6)

+ flr gerade k
- fir ungerade k

- fir gerade k
+ fir ungerade k

- fir k gerade
+ flr k ungerade

fir gerade k

fir ungerade k

fir ungerade k

auch fir ungerade k
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b, - Bestimmung:

X, +7t/2
b - + [ ye=singogdx
T
X =-m/2
1 +11/2 2 13/21': 2
b, = = f h=xx*xgn(kx)dx + —f(h—] (x - m)*sin(kx)dx
T T T T
x=-1/2 /2
Tabelle sin(kx) = + sin(kx-km) = + sin[k(X-7)]
2h +11/2 321
b, = = f x+sin(kqdx f (x - m)sin[k(x-7)]d(x-T)
T | X=-m/2 x=1/2
2h -mi/2 /2
b = = f x+sin(kx)dx T f u+sin(ku)du
T |X=-m/2 u=-m/2
b,=0
4h /2
b = = f x<sin(kx)dx
T x=-1/2
Taballe: [x-sin(logax - sn(log - x+cos(ky)
k? k
b _ Ahlsinke  x-cos(k) /2
“ a2 k2 kK |x=-m2
b, = —N_n| k«T
n2xk? 2

Tabelle fir sin(k*/2) Siehe Beispiel 1

Ergebnis:
v0) = BMsinpg -~ Lasin(@x) + L rsin(Bx) - L xsin(7x) ¢ ...
752 32 52 72

Verson 1.1 22. Dezember 2000
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Beispidl 4:

a, - Bestimmung:

X, +21

1
8y = - x[X y(X) dx

T

2
1 rh
i I h
8, jTfﬁ*x*dx+f «dx
x=0 X=T0
N Y i I E
T2 x=0 Y=o T 2
. _ 3 . 3
aternativ: - 2h _ov - 3
Y= 3 3% -2y - 3

a, - Bestimmung:

gegeben:
=X
4m Bild MA9151C
W] E ln + n] = gh
T 2

X1+2TE
1
3 = — [ yoJcos(gax
X
1 TE h 2m
B = o [ xeostiog i [hcosfiogx
x=0 X=1t
Tabelle: fX*Cos(kx)dX _ COS(EX) . xxsin(ky)
k
i T 21
a - 1 hf coskx) | xxsin(kx) N Dsin(kx)
T| T k? k x-0 K o
sin(kn) =0
COS(kTE) =-1 kungerade
cos(km) = 1 k gerade
cos(km) = (-1)* allgemein
h k
- 1< 1
B = gl -1
-2h
Y k ungerade
* 2xk? g
&=0 k gerade
Verson 1.1 22. Dezember 2000
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y(x) = —*x  O<Xx<m
y(x) =h T<X<2T
(9.6)
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b, - Bestimmung:

X, +21
b - + [ ¥69sin(gx
T
X=X
) 1 T h . 21 .
b, = = f=*x*s|n(kx) dx + fh*sm(kx)dx
T x=0TE X=T

Tabelle: fX*Sin(kx)dX - Sink(|2<x) _ X*CokS(kx)

a

) 1/ snkg  xscosk | [ T 1 2m
e

>

b - N 1( MJ - %{ cos(2m +k) — cos(mK)}

£ k

h
T

_coskn) _ cos(2nk) | costkn
k k k

cos(2nk) =1 sin(kw) =0
-h
b, =
K oqek
Ergebnis:

y(x) = %h 72=r2‘ cos(x) + %*cos(Sx) + %*cos(Sx) + }
T 3 5

h

Sin(x) + %*sin(Zx) N %*sin(Sx) N %*sin(4x) N ]

9.1.5.2. Ergebnisse von Fourier-Reihen

Hier sollen die Ergebnisse von Fourier-Reihen betrachtet werden. Die dargestellten Fourier Reihen lassen sich
einordnen in die Kategorien:

nur ungerade Sinus-Schwingungen

nur ungerade Kosinus-Schwingungen

nur gerade und ungerade Sinus-Schwingungen
nur gerade und ungerade K osinus-Schwingungen
nur gerade Kosinus-Schwingungen

Sinus und Kosinus-Schwingungen gemischt.

mmoow>

Die Berechnungsergebnisse von einigen Fourier-Reihen werden auf den néachsten Seiten dargestellt. Im Kap.
9.1.6 sollen die Eigenschaften anhand der Bilder aus diesem Abschnitt 9.1.5.2 diskutiert werden.

Anmerkung die x-Achseist in Grad skaliert und nicht im Bogenmal3.

Eine gute Ubung ist, die K oeffizienten der im folgenden gegebenen Funktionen zu berechnen.
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Arbeitsblatt MAIIll-2

A. Fourier-Reihen mit nur ungeraden Sinusschwingungen

1.0

0.5

Bild MA_RE_S: Rechteck-Funktion

y(x) = ii*sin(x) + i*én(sx) + i*sjn(Sx) _—
w1 3 5

a=0
2 1
b = =[1- km)] =
k n[ cos(k)] ”
1.0
N
0.5
‘ | | | aha | | | | | | | | | | | | | | |
-18. 18 60 54 20 800
'0.5
x
.0
Bild MA_DR_S: Dreieck-Funktion
yvo) = 21 Lisinp) - Lesin@) « Lesinx) - ...
n? 1? 3? 52
a=0
b, - ﬁgn( kEJ WL
72 2) k?

Verson 1.1 22. Dezember 2000



22 9. Frequenzanalyse

Arbeitshlatt MAIII-3

Bild MA_PA_S: Parabelbogen
O<x=<m
3 2
X - ?TE
y = -1+ T<X<2n
T/2
y0) = 2L isn) « LesinGx) ¢ Lesin(x) ¢ ..
753_13 33 53
a=0
bk:i%lfmaMMHfé
I
1.0 ¢=30°
>
0.5
‘ | | \0&0\ | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
18 18 0 54 720 900
-0.5 N
Bild TR RE_S: Trapez-Kurve

y(x) =

n(n/2 - 9)| 12

=0

4 . by 1
b = —— sin k= k il
< w2 ) ( ZJ*COS( 2T
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Arbeitsblatt MAIll-4

1.0
)
0.5 |
| ¢ ¢
L | | ‘ | | | | L ‘ Ll | | ‘ | | | | | ‘ L | | ‘
0 180 360 540 720 900
— X
BildRE_I_S: Rechteck-Impuls
yo) = HOAP) gney + OX39) gn(ax) + LOO0) gin(sy) ...
| 1 3 5
&=0
2 1
by = ?Cos(k@)[l - COS(kﬂT)]*?
P =
5 1.0 j
0.5 |
‘\\\0&0\7\\\‘\\\\\‘\\\‘\\\\\‘\\\‘
=180 o 180 360 540 720 900
[ X
BildDR_I_S: Dreieck-Impuls
yo) - A 11700A0) gy 1-C0E0) gnayy + L0050 gy 5
TrQ 12 3? 5%
&=0
= 4 *S T *[1 - * *i
b, = p— sm(kz] [1 - cos(kx*g)] 2
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Arbeitsblatt MAII1-5

B. Fourier-Reihen mit nur ungeraden K osinusschwingungen

20 . .

)
0.5 |
‘ | | OiO\ - | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘
-180 1] 180 360 540 720 900
'0-5 L
X
S O S N—— —
Bild MA_RE_C: Rechteck-Funktion
) = Heosx) — Lxcos(3%) + Sxcos(5X) T ...
T 3 5
4 n] 1
= — kx= | *= =0
) .
b=0

-180 o
'0-5 L x
-1 -o L
Bild MA_DR C: Dreieck-Funktion

y(x) = ii*cos(x) + i*COS(SX) + i*CO’S(SX) +
7?17 3 5

4 1
= 5l1 - coska)]

b.=0 =0
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Arbeitshlatt MAIII-6

1.0
5
0.5
L. jo.o | .
-180
'0.5 X
'1.0
Bild MA_PA_C: Parabel bogen
y()()::]_fL2 7l<x<l
/2 2 2
yoo - 1+ [ X E| LR
/2 2 2
v = 2 Licos) - Lecosdg + Locos®) ..
313 3 52
2. (,m). 1 _
a = ;sm(kz]*ﬁ 8 =0
—= é(p
1.0
> =
0.5 |
‘ | | aO\ | | | | | ‘ | | | | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘
-180 0 180 360 540 720 9200
0.5 |
x
1.0 |
Bild TR_RE_C: Trapez-Kurve
y(x) = 4 [Cos((p) *C0S(X) + Co(3) *00S(3X) + c035¢) *008(5X) + ...
n(nl2 - )| 12 3 52
8, - ——o——wcos{kp) [1 - cos(kn)] <=
(/2 - @) k?
b=0 =0
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Arbeitsblatt MAIIL-7

1 é(p
>
0.5
‘ | | \OVO\ Ll | | [ | ‘ | L] | | [ 1 ‘ 1 L] 1 ‘

-180 0 180 900
0.5 | x
1.0 [

BildRE_ | C: Rechteck-Impuls

y(X) = S|n((p) *COS(X) + S|n(3(p) *CoS(3X) + S|n(5(p) *00S(BX) + ...

- %sn(l«p)*[l cos(kr)] -

1.0 % @

5
0.5
‘ | | \0 0\ | | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘
=180 0 180 360 540 720 900
0.5 |
X
-1.0 | _
Bild DR | C: Dreieck-Impuls
YO - 1700519 cosg) + L 003(3“’) ~cos(3) + L 003(5“’) ~co8(5X) + ...
jT*<P 1

_ 2 J1 - el
& = W[l cos(km)] «[1 - cos(ke)] 2
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Arbeitshlatt MAIII-8

C. Fourier-Reihen mit geraden und ungeraden Sinusschwingungen

1.0
>
0.5 I
‘ | | \0&0\ B | | | | | | | | | | | | | |
-180 0 180
p — x
-1 -o I
Bild MA_SZ_SL: Sigezahn 1
y) = 2lsin() - Lesin(2x) + Lesin(@x) ¢ ...
T 2 3
a=0
2 1
= -= k) x=
b, jTCOS( ) .
| | | | | | | | | | | | | | | | ‘
-180 540 720 900
-0-5 X
-1.0
Bild MA_SZ_S2: Sigezahn 2

y0) = ~2lSin() + Zesin(2x) + Zxsn(3x) + ...
T 2 3
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Arbeitshlatt MAIII-9

D. Fourier-Reihen mit geraden und ungeraden Kosinusschwingungen

1.
5
0.5
‘ | [ Vﬂ i | ‘ | Ll | ‘ I i | ‘ | i L1 | ‘
-180 o 180 360 540 720 800
0.5 | — ~ @ X
Bild RE_I_CP: Rechteck-Impuls
vy = 22 . SN gy SNEP) L ogony + SNEO) L ogay) ¢
| 2 1 2 3
= i i *i
8 - Zsin(kg)+
= _ 2
b=0 a, n
1.0
>
0.5
‘ | | \0 a | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘ | | | | ‘
-180 180 360 540 720 900
-0.5
= =9 x
-1.0
Bild DR |I_CP: Dreieck-Impuls

y(X) = ZL + 2 1*;“25(([))*005()() + L;Z@*COS(ZX) + L;S@*COS(SX) +
T TRQ 1 2 3

_ 2 1 - coske)
* TP k2

= _°
b.=0 g -
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Arbeitsblatt MAI11-10

Bild EWC: Einweg-Kosinus-Gleichrichtung
1 1 2l 1 1 1 -
y(x) = - + ?cos(x) + ?1=*3*cos(2x) 3*5*003(4x) + 5*7A<cos(6x) + ]
Kk~
a2 a1 ~2 12
T 2 & nt(k+1)(k-21)
b=0

E. Fourier-Reihen mit nur geraden K osinusschwingungen

Bild ZWS: Zweiweg-Sinus-Gleichrichtung
41 1 1 1
= 4= - 2X) - 4 -+
y(X) 13 1*3*008( ) 3*5*008( X) + 5*7*COS(6X) * ]

k—n]
4 4 ::5( 2
— a=0 a, = — =/

T (k-D(k+2)
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Arbeitsblatt MAIl1-11

F. Fourier-Reihen mit Sinus- und K osinusschwingungen

1.0
)
0.5
L 10.0
-180 (
-0-5 I x
Bild EWS: Einweg-K osinus-Gleichrichtung
1 1. 201 1 1
y(x) = - + ?sm(x) = 1*3x<cos(2x) + 3*5%<cos(4x) + 5*7%<cos(6x) +o
oosz(ka
2 -2 \2
% - T & n(k+ k-1
b,=05 b =0
1.0
)
05 |
‘Y | | \0&0\ | | | | | ‘Y | | | | | | | |
-180 o 180
-0-5 I x
Bild SZH: halber Ségezahn
vo) = L+ Heinpo — Lesin@) + Lesin@) | - 2lcos(x) + L rcos(3X) + —Lxcos(5X) + ..
4 T 2 3 752 32 52
_ 1 _ 1 - cogkm)
b, - _ cos(km)

k*m
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9.1.6. Eigenschaften von Fourier-Reihen

Mit Hilfe der Bilder und der Ergebnisse der Fourier-K oeffizienten ausden vorhergehenden Kapitel 9.1.5.2 sollen
in diesem Abschnitt die Eigenschaften von Fourier-Reihen diskutiert werden.:

- Punktsymmetrie

- Achsensymmetrie

- ungerade und gerade Oberschwingungen

- Wert der Fourier-Reihe an Unstetigkeitsstellen

- Konvergenz

9.1.6.1. Punktsymmetrie

Aus MA | und MA Il ist bekannt, punktsymmetrische Funktionen sind ungerade Funktionen. Dieses wéren z.B.:
- X
- X3
- sin(x)
- sinh(x).

Aber auch die Summen von ungeraden Funktionen sind punktsymmetrisch, wie z.B.:

X+ X3+ X oder
- sin(x) + sin(2x) + sin(3x) + ......

Fourier-Reihen mit nur Sinus-Anteilen sind punktsymmetrisch zum Nullpunkt.

Diese Aussage |83 sich in zwei Richtungen auswerten.

- Will man eine gegebene punktsymmetrische Funktion anndhern, brauchen nur die Koeffizienten b,
berechnet werden (g, =0, b, = 0).

- Hat man eine gegebene Summe von nur Sinus-Funktionen, so ist der Kurvenverlauf punktsymmetrisch

zum Nullpunkt.

Die obere Aussage belegen auch die Fourier-Reihen aus dem Abschnitten A und C des vorigen Kapitels 9.1.5.2,
wel che alle punktsymmetrisch sind.

9.1.6.2. Achsensymmetrie

Aus MA | und MA 11 ist bekannt, achsensymmetrische Funktionen sind gerade Funktionen. Dieses wéren z.B.:
-1

Aber auch die Summe von geraden Funktionen sind wieder gerade Funktionen wie z.B.:

- 1+xX2+x4+ ... oder

- cos(x) + cos(2x) +cos(3X) + ......

Fourier-Reihen mit nur Kosinus-Anteilen sind zur y-Achse symmetrisch.

Diese Aussage 1803t sich nun wiederum in zwel Richtungen auswerten.

- Ein gegebener zur y-Achse symmetrischer Verlauf hat nur Fourier-K oeffizienten mit Kosinus-Anteilen.
(b=0, 2 0)

- Eine gegebene Summe von nur Kosinus-Funktionen ist zur y-Achse symmetrisch.

Dieses &3t sich auch anhand der Bilder in dem Abschnitten B, D und E des|etzten Abschnittes 9.1.5.2 zeigen.
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9.1.6.3. Einflul® der ger aden und unger aden Ober schwingungen

Um den Einfluf3 von ungeraden und geraden Oberschwingungen zu untersuchen, sollen die vier Funktionen

al) y(X) = cos(x) - 1/3*cos(3x)
a2) y(X) = cos(x) - 1/4* cos(2x)
a3) y(X) = sin(x) - 1/3*sin(3x)
ad) y(X) = sin(x) - 1/4*sin(2x)

betrachtet werden (siehe Arbeitsblatt MAII1-12). Diesevier Funktionen sind stellvertretend fir dievier folgenden
vier Kategorien gewahlt:

al) K osinus-Funktionen mit nur ungeraden Oberschwingungen.
a2) K osinus-Funktionen mit allen Oberschwingungen.
a3) Sinus-Funktionen mit nur ungeraden Oberschwingungen.

ad) Sinus-Funktionen mit allen Oberschwingungen.

Aus den Bildern al und a2 folgt:

- Schon bekannt: Kosinus-Reihen sind achsensymmetrisch zur y-Achse.

- K osinus-Reihen mit nur ungeraden Rei hentermen sind zusétzlich punktsymmetrisch zu (90°,0), was aus
Arbeitsblatt MAIII-12, Bild al zu erkennen ist. Siehe auch Bilder B aus Kap. 9.1.5.2 (Arbeitsblatt
MAIII-5- MAIII-7).

Aus den Bildern a3 und a4 folgt:

- Schon bekannt: Sinus-Reihen sind punktsymmetrisch zum Nullpunkt.
- Sinus-Reihen mit nur ungeraden Relhentermen sind zusétzlich achsensymmetrisch zu x = 90°, was aus
Arbeitsblatt MAIII-12, Bild a3 zu erkennen ist. Siehe auch Bilder A aus Kap. 9.1.5.2.

Reihen mit geraden und ungeraden Oberschwingungen erfiillen die zweiten Symmetriebedingungen nicht mehr.
Gerade Oberschwingungsanteilewirken in Bezug auf die zweite Symmetriebedingung verzerrt. Sieheauch Bilder
Cund D ausKap. 9.1.5.2.

Reihen mit nur geraden Schwingungen, wo die Grundschwingung auch nicht vorhanden ist, brauchen hier
eigentlich nicht diskutiert werden. Diese besitzen in der Periode 2 zwei gleiche Kurvenstiicke der Lange = Hier
ist die Periode nicht 2n sondern =. Hier kénnte substituiert werden: x = uw/2. Siehe auch Bild E (Arbeitshlatt
MAII-10, unten) aus Kap. 9.1.5.2.
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Arbeitsblatt MAI11-12

1.0

SR

BildMAB2AL al)  y(x) = cos(x) - 1/3*cos(3x)

1.0

I LN L)

ARV ERAVARR

BildMAB2A2: a2)  y(x) = cos(X) - 1/4*cos(2x)

JANAN

Y

Bild MAG2A3: a3) y(X) = sin(x) - 1/3*sin(3x)

1.0

[ 0.0

E IR VAR VA

Bild MAG2A4: a4)

y(X) = sin(x) - 1/4*sin(2x)
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9.1.6.4. Wert der Fourier-Reihe an Unstetigkeitsstellen

An Sprungstellen ist eine Funktion unstetig und nicht definiert (siehe MAI). Die mathematische Definition fr
Ungtetigkeit lautet: der rechts- und linksseitige Grenzwerte ist an einer Unstetigkeitsstelle unterschiedlich:

Unstetigkeit bei X,: lim[f(x, - €)]#lim[f(x, + €)]
e-0 e~0

Fur Fourier-Reihen existiert nun aber ein Wert an einer Sprungstelle und zwar ergibt sich der Mittelwert von
links- und rechtsseitigem Grenzwert:

09 = 2

lim[f(x, - + lim[f(x, +
limfix, — )] + limifcs s)]]

Beispiel: Rechteck-Funktion von Kap. 9.1.5.2 A (Arbeitsblatt MAIII-2, oben)
y(X) => f(x=0)=0 weil alesin(k*0) = 0.

Aus der Grenzwertbetrachtung fur x, = 0 folgt:

09 = 2

lim[f(x, - + lim[f(x, +
limfix, — )] + limifcs s)]]

f(x=0) = %[1 -0

9.1.6.5. Konvergenz

Alle Fourier-Reihen sind konvergent. Die Gute der Anndherungrichtet sich u.a. nach der Anzahl der berticksich-
tigten Oberschwingungen. In der Einleitung zu Fourier-Reihen (Abschnitt 9.1.1) war zu sehen, wie mit gréRerer
Anzahl von Oberschwingungen die Anndherung besser wird.

DieGiteder Anngherungist aber nicht allein von der Anzahl der beriicksi chtigten Oberschwingungen abhéngig.
Die Betrachtung der ersten beiden Bilder ausKap. 9.1.5.2 Abschnitt A (Arbeitsblatt MAIII- 2) ergibt: Hier sind
die ersten 199 Schwingungen berlicksichtigt worden. Bei der Dreieck-Funktion ist eine gute Anngherung zu
erkennen, aber bei der Rechteck-Funktion sind noch Unzulénglichkeiten zu erkennen. Die Giite der Anngherung
richtet sich also auch nach der Kurvenform.

Die Anndherung erfolgt desto besser, je mehr Ableitungen der Original-Funktion stetig sind.

Rechteck-Funktion 0. Ableitung unstetig
Dreieck-Funktion 0. Ableitung stetig 1.Ableitung unstetig
Parabel bogen 0. u. LAbleitung stetig  2.Ableitung unstetig

Die Anndherung wird von oben nach unten der aufgefiihrten Funktionen besser. Diesesist auch an den Fourier-
K oeffizienten der oben aufgefiihrten Kategorien zu erkennen.

Rechteck-Funktion laJ = c* Uk
Dreieck-Funktion laJ = c* 1/k?
Parabel bogen laJ = c* 1/k®

Das heif’t der Betrag der Fourier-Koeffizienten ist proportional k?, k2, oder k. Mit k™ erfolgt eine schnellere
Abnahme und bessere Annaherung as mit k™. In die Abnahme mit k*, k? und k*lassen sich allein Kap. 9.1.5.2
dargestellten Fourier-Reihen einteilen. So hat zum Beispiel der Rechteck-Impuls eine Abnahme von k™ und der
Dreieck-Impuls von k.
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9.1.6.6. a, - Berechnung mit Grenzwert

Eigentlich missen zur vollsténdigen Berechnung der Fourier-Koeffizienten drei Integrale gel6st werden. Ein
Trick am Beispid: Kap. 9.1.5.2 D, Dreieck-Impuls, Arbeitsblatt MAIII-9 unten:

Aus der Integration fur a, erhét man durch Lésen des bestimmten Integrals den Ausdruck:

2 . 1- cosfko)
THQ k2

ak:

Fur k = 0 ergibt dieses einen unbestimmten Ausdruck Null durch Null fiir dieVariablek. DieLdsung erfolgt nach
der Regel von de |l Hospital (differenzieren nach k):

Zweimal differenzieren nach k:

3, - lim | 2_.@xsnke)l _ 0O
k-0 |T*@ 2k

a - lim{2 @ roske)t 2 ¢° @
k-0 |mo 2

Somit kann die Integration fir a, eingespart werden.

Achtunag: Dieses Verfahren ist nicht immer mdglich. Nur anwenden, wenn sich die Funktion y(x) nur
durch eine Funktion analytisch beschreiben 183, Abschnitte mit Werten y(x)=0 sind dabei
erlaubt.

9.1.6.7. Berechnung der Zahl &

Vidfach ist in den Fourier-Koeffizienten die Zahl = enthalten. Umgekehrte Idee: n-Berechnung. Beispiel aus
Kap. 9.1.5.2 B Dreieck-Funktion (Arbeitsblatt MAIII-5, unten).

yx) = ii*cos(x) + i*cos(sx) + i*cos(Sx) o
TEZ 12 32 52

Der Funktionswert an der Stelle
y(x=0)=1

ergibt sich aus dem Verlauf der Funktion y(x). Alle Kosinus-Funktionen an der Stelle x = 0%k
cos(0*k) =1

weisen den Wert 1 auf. Somit 1813 sich aus den Funktionswert y(x=0) angeben.

8|1 1 1 1

1= "%+ =+ =+ =+ ..

T 2 12 32 52 72

woraussich w2 leicht bestimmen 14R3t. Ebenso 1413t sich 7 aus der Rechteck-Funktion und w° aus den Parabel bdgen
2. Ordnung leicht ermitteln. Die Parabelbogen 3. Ordnung wiirden m* ergeben, usw. Mit htherer Ordnung
nehmen die einzelnen Terme schneller ab.
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9.1.7. Komplexe Fourier-Reihe

In der redllen Fourier-Reihe

V) - % + X acos) + X besingiog ©.1)
k=1 =1

werden die trigonometrischen Funktionen durch komplexe e-Funktionen ersetzt

cos(kx) - %(ejkx + e (9.1.7.1)

sin(kd) - le(ejkx N E —%j e - e (9.1.7.2)

und umgeformt:

0 - o Taderew)s To dijer - en
2 a2 k=1 2

y(X) = i + f: Qeiw + i: Qe'iw (9.2.7.3)
2 i@ 2 k=1 2

Es werden komplexe Fourier-K oeffizienten definiert:

C, = % (9.11)
-~ ib

Cop = % 2’ K (9.12)
+jb

c, - % 2’ K (9.13)

Der Vergleich von (9.12) und (9.13) 1813t erkennen, dald der Zusammenhang konjungiert komplex gilt fir:

C, = C (9.14)

Durch Einsetzen von (9.11) bis (9.13) in (9.1.7.3) ergibt sich die komplexe Form der Fourier-Reihe:

y() = Z c el (9.15)

=—co

Angtatt von drei redllen Summen ist nur noch e ne komplexe Summe zu berechnen. Es miissen anstatt drei Arten
von Koeffizienten a,, b, und a, nur noch eine Art von Koeffizienten, die ¢, ermittelt werden.
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Berechnung der ¢, und der c,. ausa,, b, a,
In dem Ausdruck fir die redllen Fourier-Koeffizienten (9.6) und (9.7) werden die trigonometrischen Funktionen
durch (9.1.7.1) und (9.1.7.2) ersetzt:

X, +21 X, +21

a - =+ [ yi-cos(iog cx - 1 y(x)*%(eikx + &%) dx (9.1.7.4)
T X=X T X=Xy
X, +21 X, +21

b, - % [ y6+sinogax - % y(x)?lj(ejkx e dx (9.1.7.5)
X=%, X=%,

Einsetzen von (9.1.7.4) und (9.1.7.5) in (9.12) ergibt:

X1+21T x1+21'r
N I Llaiox | ol gy — i L L faike _ gikx
6 = plac bl = Z [ V09 e ax - [ yege Sl e

X=X, X=X,

die Formd zur Bestimmung der ¢

X, +21

1 "
c, = — X) xe 1dx 9.16
e x=fx Y(x)* (9.16)

DieGleichung (9.16) gilt auch fur c,.. Beweis: Ersetzt man in (9.16) “k” durch “-k”, erh@lt man nach (9.14) auch
den konjungiert komplexen Fourier-K oeffizienten.

Berechnung der a, und b, ausc,
Addition bzw. Subtraktion von

1 .
C = ?(ak - iby (9.12)
1 .
Cy = ?(ak +Jby) (9.13)
ergibt:
Gt Cy =&
Ci - Cx = -jby

oder umgeformt

& =C +Cy (9.17)
by = (G - ci) (9.18)

Aus (9.12) umgeformt:
a-jb=2¢

143t sich durch Vergleich von Real- und Imaginérteil ablesen:

a = 2 Re{G} (9.19)
b = -21m{c} (920)
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Zusammenfassung komplexe Fourier-Reihe

y®) = Y, el (9.15)
K=—co
C = 1 f y(x) xe dx (9.16)
21
(2m)
) L1
G = (a - ka)7 (9.12)
a&=2Re{c} =cu + ey (9.19/9.17)
b= -2 1M{G} = j* (Cux - C) (9.20/ 9.18)
Gy - % -y (9.11/ 9.5A)
ib
c, - X *21 ko ¢ (9.13/9.14)

Komplexe Fourier-Reiheim Zeitbereich

Substitution: X = wgt = 2nf*t = (2n/T)*t

dx = 2Tt
T
yt) = ¥ ¢ e 9.21)
Koo
C, = % f y(t) +e Tt (9.22)
(T)
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Beispiele zur komplexen Fourier-Reihe

Beispiel 1: (Rechteck, Kap. 9.1.5.2 B, Arbeitsblatt MAIII-5, oben)
ly
1
T T %x
-7/2 2T o7
[ ,_] L
Bild MA917B
eben: X)=1 T ex<®
gey y(x) > >
37
X) =-1 T < X < ==
y(x) > >
1 3n/2
c, = — X) e T dx
<= o [ v+
X=-1/2
1 [ +1/2 3n/2
. Sikx gy — -jkx
Cy o f 1+eTdx f 1+e*dx
| X=-m/2 x=1/2
RO 2 R 3n/2
2| -jk x=—m/2 Ik X=7/2

1 k2 skl [ aeikB2n kel
o - 5 ile e (e e2)]

kS K2
e 2 -—e 2 (-270° = 90°)
S “jkr/2 2 1 ikn2 -jkre/2
c, = ——j(2e7Me - 2™ = = gl - e
K anJ( ) 7k Zj( )
C = 2 g kE rein reell
Tk 2

a = 2Re{c} = (4/nk)*sin(km/2)
b.=-21m{c} =0
a - 2y - 0 Achtung!
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Beigpiel 2: (Rechteck, Kap. 9.1.5.2 A, Arbeitsblatt MAI11-2 oben)
ly
— 1
—X
- i 27 3n
-1 I
Bild MA917B
gegeben: y(x)=1 O<x<m
y(x) =-1 T<X<2m
1 2n
c, = — [ y(x)~eT®dx
’ 2nfy( )+
x=0
1 [ i 2n
¢, - — [eTdx - [eTkdx
27[_)([0 X[n
Cy = iie'jw/n - L e zr
2n| -jk x=0  jk X=T0
N Y P Sjlen o -jkn
c = —jle™ - e - (el —e
- Lifer e )
el -1 elkem - 1 ek = (~1)k
1. k k 1 K
c - —j[(-D)"-1-1 -1 = —[-1 -1
K 2nkJ[( ) + (-1)7 nk[ + (17 ]
a=2Re{c} =0
b, - -2Im{cd - ->[1- (-1
Tk
a=0 well y =0
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Beispid 3:
1.0
>
- \V\LA_A /(\V4
LL_A;\oiO\ i Il Il Il Il Il Il \N Il Il Il Il Il L L Il Il Il Il
L T o 3n A
0.5 | x
4.0 |
Bild MA917C
gegeben: y(x) = e* 0<x<2m
1 2m
c, = — [ y(x)xedx
<= o [y®
x=0
1 2m 1 2m
¢ = — [e™xedx = — [e gy
k 271 f 2T f
x=0 x=0
1 1 —(1+jk)x/ 21
C, = —x—— &
Koo2nm (1+jK) x=0
_ 1 1 (14K2 ~(14K) Jken —
c, = ———1|e -e egr=1
k 2n 1 +jk [ 7
Ck:7é 1 [e—Znil]:i[lie—Zﬁ]lfjk
2rk 1 +jk 2n 1+ k?
1 2 1
=2Re{c} = Z[1-e "
3, (o} - Ll1-e™) —
1 S k
b= -2Im{c} = =[1-e]x——
. L e
a, = 2Re{cy = i[1 - e (k=0 hier moglich, weil keine Division durch Null)
b
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9.1.8. Numerische Fourier-Analyse

Bidang sind die Fourier-K oeffizienten a,, b, ausabschnittswei seanal ytischen Funktionen y(x) berechnet worden.
Wenn z.B. eine Messung eines Zeitverlaufes vorgenommen wird, erh@t man nur Funktionswerte zu bestimmten
Zeitpunkten. Diese Funktionswerte sind meistensin gleichmaliigen Abstand der unabhangigen Variablen (t-Zeit)
gegeben. Korrekter Ausdruck: Diskrete Funktionswerte in aquidistanten Abstanden.

Problemstellung:
Gemessen (oder gegeben) sind:

n+1 diskrete Funktionswerte y, Vi....Y, einer periodischen Funktion y(i* Ax)
mit der Periodein x von
Xperiode = ZTE

Die x-Werte weisen einen Abstand auf von:

sz2=n
n

Damit ergeben sich die diskreten x Werte zu:

. . 2T
X = ixAX = ix—
n

Aus der Periodizitatsbedingung folgt:

y(x+2m) = y(x)
Yo =Yo

Damit ergeben sich n unabhéngige Werte-Paare
(X, V) i=0,..n1
zur Bestimmung einer numerischen Fourier-Reihe.

Ansatz einer diskreten Fourier-Reihe:

A
a(x) Y

* kX; [A<cos(kx) + By +sin(kx)] (9.23)

An den diskreten Mef3punkten ergibt sich (9.23) zu:
m
gliAxX) - g[iZ_’T) A Z[ k*cos( ki*Z_’T] + Bk*sin[k*iz—n)] (9.24)
n 2 1 n n

Aufgabenstellung:
Die Fourier-K oeffizienten A, B, der numerischen Fourier-Reihen sind aus den n diskreten Mel3werten(x;, y;) zu

bestimmen. Estreten dabel zwel Fragestellungen auf:

- Wie werden die Koeffizienten A, B, bestimmt?
- Wievide Koeffizienten A,, B, kénnen bestimmt werden?

Anzahl der K oeffizienten:

Eine Kurvenanpassung fir n Mef3werte 183t sich eindeutig mit n Koeffizienten durchfihren. Fir mehr als n
K oeffizienten wére dassich ergebende Gle chungssystem Uiberbestimmt. Weniger alsn Koeffizienten ist moglich,
dann verléuft die angepaldte Funktion nicht durch alle Mef3punkte (vergleiche lineare Regression, Kurven-
anpassung, 2. Semester).
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Aus (9.23) ergeben sich
1+2m=n Anzahl der Koeffizienten
Diese Anzahl der Koeffizienten soll kleiner gleich der Anzahl der Mef3punkte n sein:

1+2m<n

1
2

NS

Dam ganzzahlig sein muf3 und die Anzahl der Mel3werten in der Praxismeist eine gerade Zahl ist, ergibt sich fur
m:

-1 (9.25)

NS

Berechnung der K oeffizienten
Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten geschieht in analoger Weise zum kontinuierlichen Verlauf (Kap.
9.1.4), nur die Integrale werden durch Summen ersetzt.

Ag-Bestimmung
Die Fourier-Reihe

g(iAx) - g[i%”) - % ! zm:[Ak*cos( ki*ZTn] ! Bk*sin[k*iz—n)] (9.24)

n

wird zur A, Bestimmung an allen diskreten Stellen x, = i*Ax = i*2=jT aufsummiert:

n
n-1 n-1 n-1 m
g[iZ_’T) Ay [Ak*cos( kiZ_’T] . Bk*sin( kiZ_’T”
i=0 n i0 2 il k1 n n

Die n fache Summation einer Konstanten ergibt n mal die Konstante. Die Reithenfolge der Summation wird
vertauscht. Die nicht von i abhéngigen Koeffizienten A,, B, kénnen vor die innere Summe gezogen werden:

n-1 m  n-1 m n-1
g[iz_n) - n*i + ZAK i@) + Z BKZ sin[i@)
n 2 n n

i=0 i=0 k=1 i=0

Die Summation einer Schwingung Uber eine Periode ergibt Null:

n-1 n-1
Zcos(izl] -~ 0 - sin[iZ_’T)
i=0 n i=0 n

Darausfolgt:
n-1

o] [| Z_TE] = n*i
i=0 n 2

n-1 n-1
A, - Zzg(iz_n) - i_ y, (9.26)
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A,-Bestimmung

Die Reihe

g(iAx) - g[i%”) - % + g[A *oos( k.*T] + Bk*sin[k*izTn)] (9.24)

wird mit cog[i(2rm/n)] multipliziert und Uber i aufsummiert:
n-1 n-1 m
g(iz—n] *CO{I@) = Z i + ZAK*CO{kI—) + Z B *sm(klz—n] Cos(lm)
i=0 n n il 2 i1 n
und umgeformt:
Y (on men) B A 2nm) < 2nk omm) 8 (.2nk .2nm
=) * —— | = % = |+ A = )+ B * = )+ =
o K w R e R o R CS LR G R B

Ahnlich wie bei den Integralen ergeben die Summen von sin und cos Termen und die Summe von cos
Termen verschiedener Frequenzen aufsummiert Uber eine Periode gleich Null :

n-1
oos( 2nk] oos{i—znm) =0 k#m
i=0 n
n-1
oos{ 2nk] *Sin[iZJTm) -~ 0
i=0 n

Die Summe von Quadraten einer Schwingung ergibt:

. .27 n
=] = — n-3
; [ n 2

weil der Mittelwert von cos(x) den Wert 0.5 aufweist. Schon bekannt

n-
oos(iz—n] =0
i=0 n

Aus der oberen Doppel summe folgt dann mit Hilfe der letzten vier Gleichungen
© (.2n k2w n

=] * i—=] = A x—
i=0 g[ n ) COS( n ] “2

well alle anderen Summen Null ergeben und die Summe gleicher Frequenzen bekannt ist. Umgestellt nach A,
ergibt sich mit

RE

die Bestimmungsgleichung fir die A,

Verson 1.1 22. Dezember 2000



9.1. Fourier-Reihen 45

n-1
A-2Y% yi*cos[-@) (9.27)
n i-o n
B, 183t sich in analoger Weise bestimmen:
n-1
B, - 2 yi*gn[i@) (9.28)

Zusammenfassung:

Die periodische Funktion y(x) mit der Periode 2r in X ist an den diskreten Werten gegeben:

X - isAx - 125,y =y,
n
Bedingungen:  y, =YV, n - geradzahlig

Die Funktion y(x) wird angenahert durch

AO n2-1
y(x) = > kX; [A<cos(kx) + By +sin(kx)]

mit

=N
p=l

1
AN

-
o

>
I
SN
SME
<
8
TS
N———

=R\
p=l

1
AN

n

-
o

. (an]
ysin| i——

DieKoeffizienten A, A,, B,, lassen sich heute mit Hilfe eines Rechnerprogramms sehr schnell berechnen. Frither

wurden noch Hinweise zum vereinfachten Rechnen gegeben.

Hinweis zum Zeitbereich

Fur einen aufgenommenen Zeitverlauf mufd (wie schon in vorigen Abschnitten) x durch wgt ersetzt werden

X = Wo*

Anwendung in der Praxis

(9.2)

Diein diesem Abschnitt 9.1.8 dargestellte Theorie ist Grundlage fir die FFT (Fast-Fourier-Transformation).
Diese findet Anwendung in Frequenzanalysatoren, die aus eéinem Eingangssignal das Frequenzspektrum
berechnen und grafisch anzeigen. Liegen nur digitalisierte Mef3werte vor, mufd mit Hilfe der oben dargestellten

Theorie das Frequenzspektrum berechnet werden.
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Beispiel:

Der Koeffizient B; der Rechteck-Funktion ausKap. 9.1.5.2 A (Arbeitsblatt MAII1-2, oben) soll bestimmt werden

mit n=12.

i2Z| - o
12
i2E| -1
12
i2Z| -0
12

X; =0°

x; = 30°, 60°, 90°, 120°, 150°

X; = 180°

X; = 210°, 240°, 270°, 300°, 330°

n-1
B, - 2 yl*sin(ik*zn] k=3
n i-o n
11
S
2 i=0
in 2 90°
12
1 11 )
B, = = y;*sin(i «90°)
6 i
i Y, sin(i90°) y*sin(i90)
0 0 0 0
1 1 1 1
2 1 0 0
3 1 -1 -1
4 1 0 0
5 1 1 1
6 0 0 0
7 -1 -1 1
8 -1 0 0
9 -1 1 -1
10 -1 0 0
11 -1 -1 1
Y =2
B, - <2 - 0.3333

Auf Arbeitsblatt MAIII-2 ist der reelle Fourier-K oeffizient angegeben:

b, = 4/(31) = 0.4244

n=12

Fur den Grenzilbergang n — ~ wirde auch B; —» 0.4244 sich den Werte von b; annghern.
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9.2. Fourier-Integral 47

9.2. Fourier-Integral

Bislang wurden periodische Vorgange betrachtet. Nach der Periode 2n oder T wiederholte sich der Kurvenver-
lauf. Der Zeitverlauf war durch eine Summe von Sinus- und Kosinus-Funktionen darstellbar. Die einzelnen
Amplituden der Oberschwingungen sagten etwas Uber die Frequenzanteile, welche im Signal vorhanden sind,
aus. Diesesist u.a. bel der SignalUibertragung von Interesse.

Bei einzelnen, nicht periodischen, Signalen (z.B. Impuls) ist manchmal auch die Frequenzzusammensetzung
gesucht. Dazu diefolgende Betrachtung nach Bild MA92A (Arbeitshlatt MAIII-13): Fir eine Rechteck-Schwin-
gung mit der Impulsdauer T, = 1s und der Periodendauer T, = 2 s nehmen die Frequenzkomponenten (rechts
dargestelIt) vom Betrag her relativ schnell mit der Ordnung der Oberschwingung ab. Hier betragt das Verhaltnis
von Impulsbreite zur Periodendauer T/T, = 1/2.

Wie bekommt man das Frequenzspektrum eines einzelnen Signals? Wenn die Impul sbreite gleich bleibt und die
Periodendauer erhéht wird, entspricht dieses schon eher eéinem Einzelsignal.

Die Frequenzanalyse von Signalen mit gréler werdender Periodendauer T, zeigen die unteren drei Frequenz-
analysen in Bild MA92A (Arbeitshlatt MAIII-13). Anstatt schnell mit der Ordnung der Oberschwingungen
abnehmender Amplituden, ergeben sich mit grof3er werdender Periodendauer T, immer mehr Frequenzkompo-
nenten die direkt nebeneinander liegen und die Amplitude wird entsprechend kleiner.

Wie erhd@lt man nun aus einem periodischen Signal ein nicht periodisches Signal? Antwort: Wenn 183 die
Periodendauer T, als Grenzwert gegen « gehen, dann ist nur ein Signal vorhanden. Das bewirkt dann im

Frequenzspektrum unendlich vide infinitesimal kleine Frequenzanteile (0%~ = endlicher Wert).

T, - ©

periodisches Signal - einmaliges Signal

diskretes Frequenzspektrum - kontinuierliches Frequenzspektrum
endliche Amplitude - infinitesimal kleine Amplitude
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Arbeitsblatt MAI11-13
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Zwecks mathematischer Beschreibung sollen die Ergebnisseder komplexen Fourier-RetheausKap. 9.1.7 mit der
abhéngigen Variablen t noch einmal angeben werden:

yity = Y ck*ejk“’Ot (9.21)
1 +T/2 )

¢ - = f y(t) ~e gt aus (9.22)
t==T/2

Diefolgende Ableitung ist nicht immer im mathematischen Sinne vollstandig korrekt, dafir aber Ubersichtlich.
Mit Hilfe des Grenziiberganges

T

ergeben sichmitk = -~ ... + =

W, = 2 - 0
T

k*w, - ®

G - dc,

aus (9.22) dieinfinitesimal kleinen Frequenzamplituden:

+T/2 +oo
de, = lim{c} - “m{$ [ y(t)*e""*"dt} - lim{%}*[ y(t) < ot

T‘?OO — 0o t=—T/2 — 0o

t=—co

Esqilt:

lim{ 1| - o
T-o\ T
Damit 143t sich dieinfinitesimal kleiner Frequenzamplitude angeben als:

dc, - df f y(t) e Tt gt
t=—co

Y (w) wird als Amplitudendichte-Spektrum der Frequenz definiert:

V(o) dc,
w = —
df
Y(w) = f y(t) e ot (9.29)
t=-oo
Mit
dc, = Y (w)*df = Y (w)*dw/2n kwo= @
und
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¥ = ¥ ce™ (9.21)
K=—co

folgt fir y(t) bei Ubergang vom Summen- zum Integral zeichen:

+o0

y(t) = 7 dc, el = f Y(w) *

Ww=-c Ww=-c

o
27

*ej(‘)t

y(t) = % f Y(w) <€/ +do (9.30)

Ww=-c

Zusammenfassung der Formeln fur das Fourier-Integral:

Y(w) = f y(t) xe Tetdt (9.29)

t=—co

WO - L[ Vet (9.30)

Ww=-c

Konvergenz-Bedingung fir y(t) ohne Ableitung:

[ y@lde < =~

t=—co

Das Fourier-Integral ist konvergent, wenn das Integral des Betrages der Zeitfunktion existiert, also einen
endlichen Wert aufweist.

Hinweis: In einigen Literaturstellen wird das Fourier-Integral nicht in komplexer Form, sondern mit sin
und cos Termen angegeben.

Diese Ableitung ist in Bezug auf zwei Punkte wichtig. Zum einem kann hiermit die Frequenzzusammensetzung

eines Signal suntersucht werden, z.B. dafiir ob ein Signal von einer Leitung Ubertragen werden kann. Zum andern
dient dieser Abschnitt als Vorbereitung auf Kap. 11.
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Beispiel:

Das Amplitudendichte-Spektrum Y (w) bzw. Y (f) enes einmaligen Rechteck-Impulses der Hhe h und der Breite
t, nach Bild MA92B soll bestimmt werden.

i
y
h
-1 | I — t
I
-t‘l/2 t1/2
Bild MA92B:
gegeben: y(t)=h 2 <t<ty/2
yit)=0 t<-t/2undt<t,/2
Y(w) = f y(t) <eltdt
t=-o
t/2 t,/2 , ,
Y((J.)) _ /‘ h*e'j‘*’tdt _ ;h*e—jmt _ 7; h[e-]mt1/2 B e+lu)t1/2
t="12 -jw t=-t,/2 Jo

Y(w) = _L[eﬂ"*’tllz B e-imtllz]
jw

(9.2.1)

jwt, /2 —jwt, /2
Y(w) = i*@ = 2=h*s|n !
® 2j ®

X .
Hinweis: fsm(t) dt = S(x) - Integralsinus

sin(x)/x

[ L I

20 as \ﬁﬁ/z ] \5/1\1/ 15 20

Bild MA92C: Die Funktion sin(x)/x
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Die Umformung von (9.2.1) mit w = 2xf ergibt:

Y(f) = =—sn = —xsin(wft
® > r (ft,)

2h . | 2=ft; h
2xf

das Frequenzspektrum desin Bild MA92B dargestellten Impul ses.

sin(nf*tl)]

Y(f) = hxt, *
® 1[ nfxt,

In Bild MA92D ist das Amplitudendichtespektrum des Rechteckimpulses der Hohe h und der Breitet; grafisch
dargestdlt. Das Spektrum in Bild MA92D laft sich mit Hilfe anderer Achsenskalierung aus Bild MA92C
konstruieren:

Bild MA92C Bild MA92D
Funktion % Y (f)
Maximalwert 1 h*t,
1. Nulldurchgang > 0 X=7 LT t t_11

Y(f)

NEE v | th N f

Bild MA92D: Amplitudendichte-Spektrum des Rechteck-Impulses, Breitet; und Héhe h
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9.3. Anwendungsbeispiel ausder Elektr otechnik fuir Fourier-Reiheund

Fourier-l ntegral

Aufgabenstellung:

———1

R

u(t) Ue
Bild MA93A
gegeben: R=10kQ C=1yF R*C = 10ms
Spannung u: Rechteckimpuls der Breite 10 sund der Hohe 10 V
gesucht: ug(t)
Beigpid 1: Periodischer Impuls mit der Periodendauer T, = 30 ms, siehe Bild MA93B
Beispid 2: Einzdimpuls, siehe Bild MA93C
Beispid 1.
4
u(t)
10V
ov —t— =t
5ms 10ms 15ms 20ms 25ms 30ms
< T=30ms ﬁ}
Bild MA93B
Beispid 2:
fa
10V
ov = t
-5ms 5ms
Bild MA93C
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54 9. Frequenzanalyse
L dsungsstrategie:
Das Signal u(t) wird auf die Frequenzkomponenten untersucht:

Beispid 1: mit Hilfe der Fourier-Reihe
Beispie 2: mit Hilfe des Fourier-Integrals.

Auf jede Frequenzkomponente wird die komplexe Rechnung angewandt und zum Schluf3 werden alle Frequenz-
komponenten zu der gesuchten Spannung Uberlagert.

Komplexer Zusammenhang zwischen U und U, um:

Die komplexe Grofde 0. wird als Funktion von w mit Hilfe der Spannungsteilerregel berechnet:

) 1
e joC 1 _ 1
a R+ 1 1+ jwRC Vi W
jwC 1/(RC)
g, - @t g1t (93.1)
1+ ® 1+j w
W, 100 S_1

w, = (RxC)™* = 100s™

zu Beispidl 1:
Die Funktion u(t) nach Beispid 1 (Bild MA93B) muf3 als Fourier-Reihe entwickelt werden, entweder mit Hilfe
der Integralformeln (9.5), (9.6) und (9.7) oder durch Vergleich mit einer bekannten Fourier-Reihe. Die auf
Arbeitsblatt MAIII-9 oben dargestellte Fourier-Reihe entspricht von der Form dem Spannungsverlauf nach
Beispiel 1. Ein Vergleich ergibt:

o - 3607+ TS _gor - T

30ms 3
Die Reihe auf Arbeitsblatt MAIIT-9 muR mit 10 V multipliziert werden.

Die Reihe u(t) muf3 im Zeitbereich angegeben werden. Aus (9.4) erhélt man:

w:2=n: 27
° T  30ms

_ 20041
S

Setzt man den Maximalwert zu 10 V und ersetzt x durch wg*t, erhdlt man aus Arbeitsblatt MAII1-9 (oben) die
Fourier-Reihe:

u(t) - 10V« 2 %’3 + Sin(60°) ~cos(wgt) + %*MZ@J) . %*m&p&) ‘o
I

u(t) = % + 203 §in(60° k) <cos kgt ) -

T k=1

x|~

Die Spannung u(t) ergibt sich aus der Summe des Gleichspannungsanteils U, der Grundschwingung u,(t) und
den Oberschwingungen u,(t)

ut) - U, + kz; u (®) (9.3.2)
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Ein Vergleich der letzten beiden Gleichungen liefert:

10V

u. = 2V

0 3

ugt - 22V sin(600*k)*%cos(kwot)
I

Die obere zeitabhangige GrofRe wird mit Hilfe der komplexen Rechnung in komplexe Scheitelwertzeiger
transformiert:

- 2V gne0° *k)*% o oy = K* g (9.3.4)
I

Berechnung des Gleichanteils:

Fur eine Gleichspannung wirkt der Kondensator nach Bild EG93A wie offene Klemmen, der Gleichspannungs-
anteil der Quelleliegt voll am Kondensator:

Uy - %V (9.3.5)

Berechnung der k-ten Ober schwingung:

Fur die k-te Oberschwingung der Spannung ug, (erster Index “C” fir Kondensator, zweiter Index “k” far k-te
Oberschwingung w = w*k) ergibt sich aus Gleichung 9.3.1:

1 1
K K

1+ji 1+J—k*°°0
g

1=
I
I
*
|
1=

w,

Aus(9.3.4) und der oberen Gleichung lassen sich die Scheitelwertzeiger der einzel nen Schwingungen bestimmen:

20V _sin(60°+K) 1

gCk o ©
1+ k—2
0,

0. - 20 V*sin(60° k) S L CVTN

ck

k1 + (kxodw,)?

Die Zuriicktransformation des oberen Scheitelwertzeigers ergibt:
20 V+sin(60° *k)
k1 + (kxodw,)?

Ausder Uberlagerung (9.3.2) von Gleichanteil (9.3.5) und der Schwingungen (9.3.6) 143t sich der Zeitverlauf der
Kondensator-Spannung u, am angeben:

Ug(t) = *00g kot - arctan(kwg/w, )] (9.3.6)

oo

ua(t) - 1(;V +Z 20 V+sin(60° =k) ~cosfkagt - arctan(kefw,)]

k=l ks /1 + (kxwfw,)?

Einsetzen von Zahlenwerten:

wo=209.4 st ®, =100 s wyw, = 2.094
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u(ty - 0V 3 20V=Sn(607K) | oogk200.4571 - arctan(k<2.094)] 9.37)
3kl kT v (k+2.004)
12 _
M
3 8L e
6|
al
I u()
2
0 I 1 1 1 1 ]
2 0 10 20 30 40 50

Bild MA93D:  Ergebnisder Rethenentwicklung (9.3.7)
zu Beispidl 2:

Aus dem Beispiel des Abschnittes 9.2 ist das Fourier-Integral eines Rechteckimpulses der Hohe h und der Breite
t; bekannt:

Y(w) - -L[ejmtlm B e—jmt1/2]
jow

Oberere Formel und der Vergleich der Bilder MA92B und MA93C liefert:

U) = g [ejmt1/2 B e—jmt1/2] t,=10ms
jo
Mit Hilfe der oberen Gleichung und (9.3.1) 183 sich die komplexe Amplitudendichte angeben:
1
U =U _—
Ug) = U)o
jot 2. -jot,/2
U (o) - 1_0V*e ! _e !
¢ jw 1+ jolw,

Die Riicktransformation vom Frequenz in den Zeitbereich erfolgt mit Hilfe von (9.30):

_ 1 " jwt
us(t) = o f U (w)~e"dw

oo jet/2 -joty/2 .
Ul - T [ & vy
j2n S 1 + jo/w)w

Das obere Integral besitzt keine Stammfunktion und kann mit den schon bekannten Methoden nicht gel6st
werden. Mit Hilfe der Funktionentheorie (u.a. komplexe Integrale) sind manche Integralein den Grenzen bise
|6sbar. Die Funktionentheorie soll hier nicht behandelt werden.

Die Kapitel 9.2 und 9.3 sollten als Vorbereitung auf Kap. 11 dienen. Dort wird fir das Lésen der gestellten Auf-
gabe ein einfaches Konzept angegeben. Y (w) wird direkt durch Tabellen in den Zeitbereich zuriicktransformiert.
Wiewird das Fourier-Integral berechnet? Eine Zeitfunktion ist in den Frequenzbereich transformiert worden. Die
Frequenzfunktion wird dann bearbeitet (multipliziert, gefiltert) und wieder zuriick transformiert. Dieses Prinzip
wird dann in Kap. 11 erl&autert.

Mit Hilfe des néchsten Kapitels 10 (DGL) sind die letzten beiden Aufgaben auch ohne Transformation, auf eine
andere Methode | 6sbar.
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Arbeitsblatt MAIll-14

9.4. Zusammenfassung der wichtigsten Formeln aus K apitel 9

Reelle Fourier-Reihein x:
Diein 2w periodische Funktion y(x) wird mit Hilfe der Reihe

Y - 2+ Y acox) + X b, sin(od (.1
k=1 k=1

angepaldt werden. Die Koeffizienten a, und b, lassen sich mit Hilfe der folgenden Formeln bestimmen:

X, +21
L yeodx (9.5) 3 - 2y (9.5A)
I

X=Xy

a, =

X, +21

a = = [ y6o+cosfiogax (9.6)

X1+2TE
b, - % [ ¥69+sin(logelx ©.7)

X=Xy

Reelle Fourier-Reihein t:
Fur zeitabhangige Grof3en wird x substituiert durch.

Somit ergibt sich die Fourier-Reihein t

y(t) = % + ¥ arcos(kogt) + Y b rsin(kogt) (9.3)
k=1 k-1

mit

Wy =27/T (9.9 T - Periode Grundschwingung

und den Koeffizienten

t+T

a, - % [ yoet 9.8) 3 - 2 (9.5A)
t=t
t+T

a = 2 [ Y0 -coskogat ©9)
t=t
2t1+T

b, - 7 ft y(t) ~sin(keo )t (9.10)
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Arbeitsblatt MAI11-15

Komplexe Fourier-Reihe

yx) = Y, el (9.15)
_ ~ib
G - = [ 09 +e i (9.16) o - ok B (9.12)
21 2
(2m)
a =2Re{c} =cy+Cy (9.19/9.17)
b= -2 1M{GJ = (C - C*] (9.20/9.18)

Fur die komplexe Fourier-Reihe im Zeitbereich wird x mit Hilfe von (9.2) und (9.4) substituiert:

y(t) = Y c e’ (9.21)

=—co

6 - L [ye e 022
T m

Numerische Fourier-Analyse
Die periodische Funktion in x mit der Periode 2t ist an den diskreten Werten gegeben:
.21

X = i*AX = == V(%) =V Ax = == i=0... n
n n
Bedingung: Yo = VYn (9.25)
m < % -1 n - geradzahlig
Darstellbar durch
AO m
y(x) = > Y [A#cos(kx) + B rsin(kx)] (9.25)
k=1
mit
2 n-1
Ab= =2 % (9.26)
n i-o
n-1
A -2 yi*oo{i@] (9.27)
n ij=o0 n
n-1
B, - 2 yi*sjn(i@] (9.28)
| A ) n
Fourier-Integral
Y(w) = f y(t) e 1ot (9.29)
t=-c0
v = = [ Y(@)-ePdo (9.30)
21

Bedingung fir y(t)

[ Iy@idt <

t=-oo
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10. Gewohnliche Differ entialgleichungen

10.1. Einfuhrung

Die Uberschrift des Kapitels 10 enthélt drei Teile:

- gewohnlich

- Differential und

- Gleichung
Der Ausdruck gewohnlich soll im Abschnitt 10.2.7 erlautert werden.
Eine Gleichung ist schon langst aus der Schule bekannt.

Die Differ ential-Rechnung wurde im ersten und zweiten Semester ausfiihrlich behandelt.

Wasbedeutet nun der zusammengesetzte Ausdr uck Differ entialgleichung (Kurzform: DGL)? Einenormale
Gleichung enthélt Variable und Konstanten:

zB. y=a®+bx+c oder Xx=3x?+5

Wenn eine Gleichung auch noch die Ableitungen einer Variablen enthdlt, spricht man von Differentialglei-
chungen:

z.B. y+y =5
yry+ Xy =3¢
y Yyt =xty

Wann er halt man eineDiffer entialgleichung oder wozu wer den Differ entialgleichungen benétigt? Antwort:
Beim Aufstellen und Umformen von physikalischen Gleichungen, in denen die Ableitung einer physikalischen
Grof3e betrachtet wird, ergeben sich Differentialgleichungen.

Beispiele fur physikalische Ableitungen:

v - Os
dt
2,
F = m*£ = m*l
dt dt
u () = Le—r
du
i (t) = Cx—C
c® dt
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Beispiel fur das Aufstellen einer Differentialgleichung:

=0 Uz = R*I

R u = L*i

<> - dt
Uq
L
| Bild MA101A

Maschenumlauf: Ug=Ug+ U
Differentialgleichung: Uy, = Rxi + L*%

Die Kurzform oder Abkiirzung des Ausdrucks Differ entialgleichung ist DGL. Der Ausdruck DGL ist schon
Ublicher als das Wort Differentialgleichung (vergleichbar mit ESB fir Ersatzschalthild).

Beispid fur eine einfache DGL.:
y=y

Aus der Differentialrechnung ist bekannt:
y=€undy =€

Die obere Gleichung erfillt die obere DGL, well € die Funktion ist, die abgeleitet sich selbst ergibt. Somitist y
= e schon dieLésung der DGL y =y’. Im allgemeinen gestaltet sich die Lésung einer DGL etwasumfangreicher.
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10.2. Klassifizierung und Definitionen

In diesem Abschnitt sollen einige DGL-Begriffeerklért werden, diein den ndchsten Abschnitten bendtigt werden.
Die Losungsverfahren, die spéter vorgestellt werden, unterscheiden sich nach der Struktur der DGL.

10.2.1. Abhéangige und unabhangige Variable

Von den normalen Gleichungen her ist schon den Begriff "abhangige und unabhéngige Variable" bekannt.

Beispiel: y=f(x) =3x>+5x+ 7
X - unabhangige Variable
y - abhdngige Variable

Im gesamten Kapitel 10 soll meist mit der unabhéngigen Variablen X und mit der abhéngigen Variablen y
gerechnet werden.

Physikalisch ist die unabhangige Variable meist die Zeit t. Die abhdngige Variable ist dann eine physikalische
Grole (u, i, v, 9).

10.2.2. Ordnung der DGL

Die héchste Ableitung der abhdngigen Variablen gibt die Ordnung der DGL an.

Beispiele: y+y=3 DGL 1. Ordnung
y+y'=6 DGL 1. Ordnung
y?+y? =2 DGL 1. Ordnung
y +y"+3y=4x DGL 2. Ordnung
y +y?+ 3y =4x DGL 2. Ordnung
y"t+y =3x DGL 3. Ordnung

10.2.3. Lineare und nichtlineare DGL

Linear ist die Differentialgleichung, wenn die abhangige Variable (hier y) und ihre Ableitungen (v, y", y"', usw)
nur in der Potenz 1 vorkommen und auch nicht miteinander multipliziert werden.

Beispiele: y+10y' =8 linear
y*X + 3y =6 linear
V+y =2 nichtlinear wegen y?
y*y =5 nichtlinear wegen y*y'
y2+3=y nichtlinear wegen y*
y*X + yIx = In(x) linear
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In(y) =3y +x nichtlinear wegen In(y)

10.2.4. Homogene und nicht homogene DGL

Die Unterscheidung in homogene und nicht homogene DGLn ist nur fir lineare DGLN von besonderem I nteresse.
Beispid fur die allgemeine Form einer linearen DGL 1. Ordnung:
f)*y + g(x)*y" = h(x)

Homogen ist die obere Gleichung, wenn der rechte Tell entfallt: h(x)=0

Man bezeichnet auch
fx)*y +g(x)*y =0

als die homogene DGL der nicht homogenen DGL
f(x)*y + 9(x)*y" = h(x)

Die Aufteilung in homogene und nicht homogene DGL ist bei den Lésungsmethoden fir lineare DGLn wichtig.
Die nicht homogene DGL wird auch inhomogene DGL genannt.

10.2.5. Art der K oeffizienten

Beispie fur die allgemeine Form einer linearen DGL 2. Ordnung:

fX)*y +9(x)*y" + h(x)*y" = k(x)
Koeffizienten werden in diesem Falle die Funktionen genannt, mit denen die abhéngige Variable und deren
Ableitungen multipliziert werden. Fur dasobere Beispid sind das die K oeffizienten f(x), g(X) und h(x). k(x) wird
der inhomogener Teil (10.2.4.), Stérfunktionen oder Anregungsfunktion genannt.

Unterschieden wird in

DGLN mit konstanten K oeffizienten und
DGLn mit nicht konstanten Koeffizienten

Eine DGL hat konstante K oeffizienten , wenn alle K ogffizienten konstant sind, d.h. die Koeffizienten sind nicht
von x abhangig.

Die Art der Koeffizienten beeinfluft die Strategie der Lésung (siehe spéter) von linearen DGL n.

Beispiele: y+y' = % DGL mit konstanten K oeffizienten
y + yT// =7 DGL mit nicht konstanten K oeffizienten
X*y + Xy = 8x DGL mit nicht konstanten K oeffizienten
y+y" =sin(x) DGL mit konstanten Koeffizienten
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10.2.6. Integrationskonstanten, Anfangs- und Randwerte

Beigpidl 1:
Die einfache DGL
y=y
hat bekanntlich eine Lésung, die lautet:
y=¢&
Dieses kann leicht durch Probe nachgewiesen werden. Aber auch die Funktion (c = 1 als Sonderfall von oben)
y=c¢&
y =cre
cref =cre
mit ¢ as Konstante erfiillt die Bedingungen der DGL.

Die Lésung der DGL ist nicht eindeutig.

Satzz Pro Ordnung der DGL kann eine Konstante frei gewéhlt werden. Bel einer DGL
n. Ordnung ist die L 6sung vollstandig, wenn n frei wahlbare K onstanten vorhan-
den sind. Bei weniger alsn Konstanten ist die Ldsung nicht vollstandig.

Beispiel 22 Be einer DGL 3. Ordnung miissen 3 frei wahlbare Konstanten vorhanden sein. Sind nur zwel
vorhanden ist die Losung speziell und nicht vollsténdig.

Beigpiel 3: y'=y
Die obere DGL hat die folgenden partikuldren Lésungen (durch Probe nachweisbar):

y=cre

y=cre

y = 5" cosh(x)

y = ¢*sinh(x)
Alle oberen Lésungen sind eine spezielle Lésung oder auch partikulére Lésungen genannt. Nach der oberen
Theseist die Ldsung nur vollstdndig und nicht partikul @, wenn bei einer DGL 2. Ordnung auch zwei Konstanten
vorhanden sind.

VollstandigeLésung:  y=c*e + c,*e”
y = ¢;* cosh(x) + ¢,*sinh(x)
y = c* e + ¢*sinh(x) (ungewohnlich aber richtig)

Die frel wahlbaren Konstanten werden auch Integrationskonstanten genannt, weil (wie spéter gezeigt wird) die
Ldsung der DGL teilweise durch Integration moglich ist.

Daein zu berechnender physikalischer VVorgang eindeutig bestimmt ist, sind diesefrei wahlbaren Konstanten nur
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scheinbar frei wahlbar, aber physikalisch vorgegeben. Diese Vorgabe ist entweder ein Wert bei x = 0 oder bei
t = 0, also ein Anfangswert. Bei DGLn hoherer Ordnung entsprechend mehrere Anfangswerte. Eine andere
Vorgabe sind Randwerte.

Zurick zum Beispiel 3:

Zur Bestimmung von zwei Integrationskonstanten sind zwei Vorgaben (Anfangs- oder Randwerte) notwendig:

Randwerte: Anfangswerte:
Y(X=Xy) =Y, Y(X=Xo) = Yo
Y(X=X5) = Y> Y (X=Xo) = Yo

Aus oben angegebenen zwel Alternativen lassen sich aus den jewells zwei Bedingungen mit Hilfe zweier
Gleichungen zwei Konstanten bestimmen:

Beispiel fur Randwerte:

Die Kettenlinie (Kette an zwel Punkten aufgehangt) ergibt als Losung eine DGL nach Art des Beispiels 3. Die
zwei Punkte der Aufhéngung sind die Randwerte. Durch Einsetzen dieser Randwertein die Lésung der DGL mit
den noch zwei frei wahlbaren Konstanten ergeben sich zwei Gleichungen zur Bestimmung der zwel frei wahl-
baren Konstanten.

Beispiel fur Anfangswerte:

Auch das Einschalten der Reihenschaltung von R (ohmscher Widerstand), L (Induktivitét) und C (K ondensator)
ergibt eine dhnliche DGL als nach Beispiel 3. Zum Zeitpunkt des Einschaltenst, Anfangswert “0" der R-L-C-
Reihenschaltung sind die EnergiegroRen von L und C bekannt:

W, = %*L*Uczo U(t=0) = ug, 1. Anfangs-
wert
W = i*L*ifo i, =0=i(t=0)= Ci =0 = uéo =0 2. Anfangswert
-2 dt [t=0-t,

Bei Anfangswertproblemen (meistt =0, x = 0) werden in der Regel bel eéiner DGL n. Ordnung die Anfangswerte
der (n-1)-ten Ableitungen zur Bestimmung der Integrationskonstanten verwendet:

y(X=x,=0) =y, O-te Ableitung vorgegeben

Y (x=%,=0) =y, 1-te Ableitung vorgegeben

y(x=%,=0) =y 2-te Ableitung vorgegeben
M-y v Y — 0D 1. :

YU (x=%=0) = ¥y (n-1)-te Ableitung vorgegeben
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10.2.7. Gewohnliche und parti€dlle Differentialgleichungen

Allebidang betrachteten DGLn sind gewohnliche DGLN. Was heif¥ das nun? Gewohnliche DGLn sind DGLn
deren abhéangige Variable (y) nur von einer unabhéngigen Variablen (x) abhéngig ist.

PartielleDGLN sind DGLn deren abhangigeVariablevon mindestenszwel unabhéngigen
Variablen abhangigist.

Im Rahmen des Kap. 10 sollen nur gewdhnliche DGLn behandelt werden.

Das Hauptanwendungsgebi et von gewdhnlichen DGLN sind zeitabhangige V organge (abhéngige Variablet) mit
konzentrierten Energiespeichern. Die Energiespeicher wéren u.a.:

2
W = mv? Bewegungsenergie DGL: v = %
Cu? o . . du,
W = — Energie einer Kapazitét DGL: i, = C*T
Li2 L — di,
W = - Energie einer Induktivitét DGL: u, = L*T

Das Hauptanwendungsgebiet von partiellen DGLn sind verteilte Energie, z.B. Feldberechnungen (x-y-z Koordi-
natenrichtungen als unabhangige Variable) und Wellen- Leitungsberechnungen (eine Ortskoordinate und eine
Zeitkoordinate als unabhéngige Variable).

Beispiele fir partielle DGLn:

Potentialgleichung fir das dektrische Stromungsfeld (Laplace-Gleichung):

Fe  Po  Fe
ox?  oy? oz

Leitungsgleichung (verlustlos):

u L'c’ u

ox2 ot?
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10.2.8. Beispiele Klassifizierung

Beispiel 1:  (abish vorfiihren, i bisn Studenten)

Man klassifiziere die folgenden DGLn nach
- Ordnung,
- linear/nichtlinear
und bel linearen DGLn zusétzlich nach
- homogen/nicht homogen
- konstanten/nicht konstante K oeffizienten

a) y+y=1 lineare DGL, 1. Ordnung, nicht homogen, konstante K oeffizienten

b) y'+y?=0 nichtlineare DGL 2. Ordnung

0 y" o+ % + % = 3x lineare DGL 3. Ordnung, nicht homogen, nicht konstante K oeffi-
zienten

d) y'+3y'-2y=0 lineare DGL 2. Ordnung, homogen, konstante K oeffizienten

€ y2+y=0 nichtlineare DGL, 1. Ordnung

f) y” +y = Bx nichtlineare DGL, 2. Ordnung

Q) y +3x+y =0 lineare DGL, 2. Ordnung, nicht homogen, konstante K oeffizienten

h) y*y = 3x nichtlineare DGL, 1. Ordnung

i) y +y =1

)i Y *X+y=6x

K) yﬂ+%i:4x+6

€ y*y’ +y=5x
m) () +y=3

n) sn(y) +y=4

Beispiel 2. (a- dvorfihren, e und f Studenten)

Bilden Sie von den folgenden linearen, inhomogenen DGLn die homogene DGL.

a) y+Y*EX +y"™X2 - 4x =0 b) 3y +4y =sin(x)

C) 7X+3y"'+4y +6y=0 d) e + 3x%y + Ax™y + 3y" -sin(x) = 0
2 Yy +3x + 4 =4x2 f) y + 3x*y - 6sin(x) = 0

Ergebnis:

a) Y+Y*X+y*x2=0 b) y+4y'=0

0 y'+4y' +6y=0 d) Xy + Ax*y' + 3y" =0
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10.3. DGL und Kurvenschar

10.3.1. Kurvenschar einer DGL

Die Losung einer DGL ergibt eine Funktion y = f(x), die sich als Kurve darstellen 183t. Aus Kap. 10.2.6 ist
bekannt, daf? sich pro Ordnung der DGL einefrei wahlbare Konstante ergibt. Aus der nun mehrdeutigen Lésung
ergeben sich bel Variation der frel wahlbaren Konstanten Kurvenscharen. Dieses ist am besten an Beispielen zu
erkléren.

Beispid 1.

y=y Ldsung bekannt: y = c*é€*

-1.

j
o\n.s\o_
—\-

Bild MA1031A

In Bild MA1031A sind die Lésungen dargestellt fur

c=1 y=1*¢ y =1*¢e

c=05 y = 0.5%¢ y =0.5%¢

c=0 y=0*€ y =0*¢

c=-05 y =-0.5%¢" y =-0.5%¢"
c=-1 y=-1*¢ y =-1*¢

So entsteht fir verschiedene ¢ in der gesamten x-y-Ebene ein Kennlinienfeld. Jede Kurve erfiillt die DGL. In
jedem Punkt ist die Steigung gegeben durch:

Al Ableitung der Ldsungsfunktion
y=c'e' = y =cre
B] Umstellen der DGL nach y” ergibt die Steigung als Funktion von x und y
y=y => y =f(y)
oder allgemein:
y =f(x,y)

Im oberen Beispiel 1 wurdeerst die Kurveund dann die Steigung eingezeichnet. Bel den néchsten vier Beispielen
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soll umgekehrt vorgegangen werden: Erst die Steigung im gesamten Kennlinienfeld einzeichnen und daraus die
Kurvenschar konstruieren.

Beispiele 2 bis5
Beispiel 2 Beispiel 3 Beispiel 4 Beispiel 5
gegebene DGL y +y=1 y -x*y=0 y +x*y*=0 y*y=x
nach y" umgestellte f_a - f e r_ X
DGL y=1-y y =xty y =Xy ey
Ergebnisin Bild MA1031B MA1031C MA1031D MA1031E
Arbeitsblatt MAIII-16 MAIII-16 MAIII-17 MAIII-17
alytische Lésung d 1 y-—1
analytische Losung der e Le -
DGL y=ce*+1 y:c*ezx %XZH: y = yx%+c

Bei den Beispielen 2 bis 5 nach obiger Tabelle wird die gegebene DGL nach y” aufgel 6st. Mit Hilfe der Steigung
y  werden in der x-y-Ebene an Rasterpunkten die Stelgungen eingetragen, siehe Bild MA1031B bis MA1031E
(Arbeitsbldtter MAITT-16 und MAIII-17). Mit Hilfe dieser Steigungen kdnnen bei Vorgabe eines Anfangswerters
die Lésungen der DGL konstruiert werden. Die Bestimmung der angegebenen analytischen Losung wird spéter
beschrieben.
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Arbeitsblatt MAIl1-16

1.0

0.5

0.0

Q
v

cxe X+ 1

y:

analytische Lésung

y=1-y

DGL

Bild MA1031B

eispiel 2:

B

™
1

C*elez

y

analytische Lésung

Ly=x*y

DGL

Bild MA1031C

ispiel 3

elspi

B

22. Dezember 2000
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Arbeitsblatt MAIl1-17

-1

-2

1
ix2+c

LYy =
2
c=r2.25
|
x?+c

analytische Lésung
y

analytische Lésung

y= Xy’

: DGL:
y=xly

DGL:

Bild MA1031D

Bild MA1031E

el 4
el 5

eispi
e spi

B
B
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10.3.2. Ableitung der DGL aus einer gegebenen Kurvenschar

Der Normalfall ist, daf3 eine bestimmte DGL aufgestellt wird oder gegeben ist und diese dann analytisch oder
numerisch gelost werden soll. Hier soll der umgekehrte Fall betrachtet werden, daf3 aus der Lésung einer DGL
(Kennlinienschar) die DGL bestimmt wird. Die Ldsung einer DGL n-ter Ordnung enthdlt n frei wéhlbare
Konstanten, die DGL selbst nicht. Es missen die Konstanten eiminiert werden.

Satzz  Die DGL n. Ordnung einer Kurvenschar erhalt man, in dem die frei wahlbaren
Parameter der Kurvenschar durch n-maliges Differenzieren und Umformen elimi-
niert werden.

Beigpidl 1: DGL der variabel gestauchten/gestreckten Normal parabel

y = C*x?

R[<

y'=c*2x c =

/

- Y oy
y 2X

=xy’xx

<
Il

Methode hier bei einer DGL 1. Ordnung: y(x) wird einmal differenziert. y undy” enthalten jeweilsdie Konstante
¢, die durch Einsetzen oder Gleichsetzen eiminiert werden kann.

Beispiel 22 DGL der in x verschobenen Normal parabel
y=x*+C
y=2x

Methode hier sehr einfach: Durch einmaliges Differenzieren y(x) wird die Konstante schon eiminiert.

Beigpiel 3: DGL der inx undy verschobenen Normalparabel
y=(x+C)*+C,

y'=2(x+Cy)

y'=2

Methode auch hier sehr einfach:  Durch zweimaliges Differenzieren werden die beiden Konstanten eliminiert.
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Beispidl 4:
Methode A: M ethode B:
y = /x+C, +C, y = /x+C, +C,
y -1 1 (y-C)*=x+C,
2 X+ C,
/2 1 1 —
- = 2¢(y-C)ry=1
y 4% ¢, (y-C)*y
1 . n2 1
X+C = =% -C, =
1= ) y -G, 2oy’
1 - 11
1= 2 (-2y) " y = = =y’
4 2 y2
y
2y = y” 2y =y

Methode hier bei eéiner DGL 2. Ordnung: Die DGL wird jeweils so umgeformt, daf3 durch zweimaliges Differen-
Zieren die additiven Konstanten eliminiert werden.

Beigpiel 5: DGL der allgemeinen Schwingung der Periode 21
Methode A:

y = C*sin(x) + C,* cos(x)
y- Cr*sin(x) = C;*cos(x)
y - Csin(x)
T - C,

cos(¥ly” - Cyxcos(¥)] [y - Cy+sin(¥][-sin(x)] 0
00s(x)

cos(x)*y'- C*cosy(x) + y*sin(x) - C;*sin?(x) = 0
cos(x)*y' +y*sin(x) = C,

-sin(x)*y + cos(x)*y” + y*sin(x) + y*cos(x) = 0
cos(x)* y " +y*cos(x) = 0

y'+ty=0

Methode hier bei einer DGL 2. Ordnung: Die DGL wird zweimal so umgeformt, daf? auf der rechten jeweils Seite
sich die Konstante ergibt. Durch Differenzieren wird dann die Konstante eliminiert. Dieses erfolgt zweimal.
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Methode B:

y = Crrain(x) + C;*cos(x)
y' = Cy*cos(x) - C;*sin(x)
y" =-Crran(x) - C*oos(x) = -y

y'=-y

Methode hier:  Durch zweimaliges Differenzieren und vergleichen mit der Ausgangsgleichung erhélt man die
DGL direkt.

Beispidl 6:

Methode A: M ethode B:

y=Ce¥*+1 y-1=Cre™

y =-3C*e™ ye;-&l _c

Y cue® ey -~ (y - D(-Yre>

3 e
S Yo >y - (y- 1)(-3)] =0
y=- 3 ¥y - (y- D(-3)]
y +3y-3=0
Anwendung der in diesem Abschnitt erléuterten Methode erfolgt u.a. zur Generierung von Zeitverlaufen. Bei der

Synthese von Netzwerken mui3 eine Schaltung entwickelt werden, die die berechnete DGL erfiillt. Die DGL
wiederum muf3 aus der gegebenen Kennlinienschar bestimmt werden.
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10.4. Ansatz und Probe

10.4.1. Probe

Hinweis: Die Bestimmung der Lésung von DGLn ist meist aufwendig, bzw. um-
fangreich. Die M 6glichkeit des Einschleichens eines Fehlersist dabe gege-
ben. Die Durchfihrung der Probeist ratsam.

Zur vollstandigen Probe gehoren:
A) Uberpriifung der DGL n-ter Ordnung
Die ermittete Losungsfunktion y(x) wird n mal differenziert. Die so ermittelten
Ableitungen werden in die Gleichung der DGL eingesetzt. Diese mufd erflllt sein.
B) Uberpriifung der n Anfangs-/Randbedingungen

Dien Anfangs-/Randbedingungen werden in die ermittelten Gleichungen eingesetzt.

Schema der Probe einer DGL n-ter Ordnung:

1 Losung y = f(x) wird n mal differenziert.
2. y(X) bisy" (x) werden in die DGL eingesetzt, dabei muR die Gleichung der DGL erfillt sein.
3. Die Anfang-/Randbedingungen werden durch Einsetzen in y(x) bisy” (x) Uberpriift.
Beispidl :
DGL: yl"*y-2 - 3*yl*y--2
Zu Uberprifende Lésung: y =4 +8/x -2
Anfangsbedingungen: y(x=3) =y, =12

Y'(x=3) = ¥ = 4
y'(x=3) =y = -2

Schritt 1 y(x) wird n mal differenziert
0. Ableitung: y=4+8/Xx-2=4+8x-2)"?
1. Ableitung: y =4*(x-2)*
2. Abléitung: y'=-2%(x - 2)%?
3. Ableitung: y" = 3*(x - 2)%?
Schritt 2 ; Einsetzen in DGL YRy = Gryry

3*(x - 252 16(x - 222 = 3* 4(x - 2)* 4 (x - )2
48(x - 2)2 = 48(x - 2) 2
=>  DGL igt erfillt

Schritt 3: Anfangshedingungen tberprifen

y(x=3) = 4+8/3-2 = 12 => Yo =12 ist OK

y (x=3)=4*(3-2)*=4 => Yy = 4 ist OK

y'(x=3) =-2*(3-2)%*=-2 => yo = -2 ist OK

Schluf¥folger ung: Wenn alle Bedingungen erflllt sind, dann ist y = f(x) Lésung der DGL mit den
gegebenen Anfangsbedingungen.
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Aufgabe 10.4.1 a, g, k Studenten Aufgabe 10.4.1 b, g, jund e

10.4.2. Ansatz einer L 6sungsfunktion

Bei bestimmten Typen von DGLn (z.B. lineare DGLn mit konstanten K oeffizienten, siehe Abschnitt 10.7) kann
durch bestimmte Ansétze (deren Regeln spéter vorgestellt werden) die Lésung von DGLn vorgenommen werden.
Dieses Verfahren wird dhnlich durchgefiihrt wie dieim letzten Abschnitt beschriebene Praobe.

Schema fur das Verfahren “ Ansatz der L 6sungsfunktion” einer DGL n-ter Ordnung:

1. Schritt: Ansatz y = f(x) mit evtl. noch zu bestimmenden Koeffizienten aufstellen.

2. Schritt: Ansatz y = f(x) wird n mal differenziert.

3. Schritt: y(X) bisy" (x) werden in die DGL eingesetzt.

4, Schritt: Die evtl. noch zu bestimmenden Koeffizienten werden aus der Bedingung bestimmt, dal3 die

DGL erfullt sein mul3.

Beispiel :
Gesucht ist die Losung der folgenden DGL.:
y + 4 =0

Bekannt ist die Losung y = € der DGL y = y'. Daher erfolgt im Schritt 1 fir die obere DGL en Ansatz in der
Form:

y=Cre"

Im zweiten Schritt werden n Ableitungen (hier n=1) von y = f(x) gebildet. Hier nur dieerste Ableitung, weil eine
DGL erster Ordnung vorliegt:

y=Cre” (nullte Ableitung)
y=aCre™ (erste Ableitung)

Im dritten Schritt missen alle Ableitungen (hier nur die erste und die nullte, y ist nullte Ableitung) in die
gegebene DGL eingesetzt werden:

Aus der oberen Gleichung kann im vierten Schritt der Koeffizient a bestimmt werden:
a= -4
Darausfalgt die Losung mit C, asfrel wahlbare |ntegrationskonstante und dem Parameter a als festen Wert:

y — Cl* e-4x
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Aufgabe 10.4.2 a Studenten: Aufgabe 10.4.2 b
10.5. Analytische L 6sung fur DGLn 1. Ordnung

Im Abschnitt 10.5 sollen analytische Ldsungsmethoden fiir allgemeine (lineare und nichtlineare) DGLnN erster
Ordnung entwickedt werden. Im Kap. 10.7 werden dann noch Methoden zur analytischen Lésung linearer DGLN
hoéherer Ordnung vorgestellt.

10.5.1. Trennung der Variablen

Dieses Losungsverfahren eignet sich fur die folgende Form:

y = f.00* 1Y)

Ersetzt man in der oberen DGL

;o dy
y dx
erhalt man:

% - £,09 +, ()

Die Methode dieses Verfahrens: Die Variablen x und y (auch dx und dy) der obigen Gleichung werden auf je
eine Seite separiert. Es erfolgt somit die Trennung der Variablen:

dy _
f2(=y) = f,(X)dx

Die obere Gleichung kann integriert werden:

f%dy - [tdx s C
2

mit F.(y) = f fz'l(y)dy und F.(x) = [fy(x)dx ergibt sich

FAy) =F(x) +C
Dieobere Gleichungist dieimplizite Lésungsform der gegebenen DGL. Um die gewohnte explizite Ldsungsform

y =f(x) zu erhalten, muf3 versucht werden, die obereimplizite Form nach y aufzul 6sen. DasVerfahren “Trennung
der Variablen” wurde theoretisch aufgezeigt. Einfacher (bt sich dieses Verfahren anhand von Beispielen.
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Beispiel 1:
gegeben: DGL: y =5y
Anfangsbedingung: y(x=0) =y, =8
gesucht: y(X)
L dsung:
Umformung der DGL.: y = 5d=dy
X
Trennung der Variablen: Sdy dx
y
. 5dy

Integration: — = [dx

I~

SIn(y) + C=x C=-1In(C) *)
Umformung: In(y) - In(C) = %

if 2| = X

C, 5

Auflésung nach y: y=Cr*e®
Anfangsbedingung auswerten:  y(x=0) = Cl*e"’s/ w0 = C*€®=C =y,=8 => C,=8
Ergebnis: y(X) = 8+ &
Probe 1, DGL: y' = %*e"’S

y=5Y

gxe¥® = 5*%*exj5 => DGL OK
Probe 2, Anfangsbedingung: y(X) = 8*&”

y(0)=8*€"=8 => Anfangsbedingung OK
*) Auf diebel der Integration notwendige Integrationskonstante ist zu achten. Damit die Umformung bei

einem Ausdruck [dy/y einfacher wird, kann die Konstante in der Form “-In(C)” beriicksichtigt werden.
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Beispiel 2:
gegeben: DGL: y? = 3x*y
Anfangsbedingung: y(1) =y,=3
gesucht: y(X)
L dsung:
U . 2 _ 4 dy
mformung: y< = X2
dx
Variablentrennung: dx _ gdy
X4 y2
X*dx = 3y2dy
Integration: [x*dx = [3y?dy
1.5 1 1
-=x7 - =C = -3« *
3 3 y )
Umformung: R C = 9i
x3 y
3
Auflésung nach y: y = 9 y =29 )3(
i + C Cx*® +1
X3
Anfangsbedingung auswerten: y(1) = 9% =3 1.1 C+1=3 C=2
C+1 3 Cc+1
. x3
Ergebnis: y =29
23 +1
Probe 1. DGL: y' - 9s (2x® + 1)x3x* - x3x6x*  27x?
’ (2 + 17 (2 + 1)?
y = 3x™y
3 2
o XT | o ogxa 22X => DGL OK
(2 + 1) (2% + 1y
3
Probe 2, Anfangsbedingung: y(x=1) = 9*; =3 => 0K
213 + 1
*) Auch in diesem Falle wird die Konstante der Ldsung angepaldt. Es macht keinen Sinn spéter mit z.B.

“-3C” ds Konstante zurechnen. Wer dieses nicht gleich sieht, kann eine Konstante durch eine andere
ersetzen. Z.B. C, =-3C,.

Studenten: Aufgaben 10.5.1 b, 10.5.1 dund 10.5.2b
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10.5.2. Substitution

Hier werden geeignete Ausdriicke (wie auch bei der Integrationsmethode) durch eine Hilfsvariable substituiert.
Ziel der Methode ist, die DGL so umzuformen, da’ mit Hilfe einer anderen Methode die DGL gel6st werden
kann. Hier sollen zwei Arten von Substitutionen untersucht werden.

10.5.2.1. DGLnvom Typ: y' =f(ax + by + )

Substitution: u=ax+hy+C => y =1f(u)
Differentiation nach x: u'=a+b*y u’ = %
Auflésen nach y': y' = U/t; a

in DGL einsetzen: U/t; a4 _ f(u)

neue DGL in u: u' =b*f(u) +a % = bxf(u) + a

Die neue DGL kann in diesem Fall mit Hilfe der Variablentrennung gel st werden, well die rechte Seite nur von
u abhangig ist.

Beispiel:
DGL: y=3x+5y+8
Substitution: u=3x+5y+8
Differenzieren nach x: U =3+ 5y

/o
Auflésen nach y’ y/ =Y c 3

/o

in DGL ensetzen: u 5 S u

Losen der DGL u(x) nach der Methode Variablentrennung:

u-3=5u
$:5u+3:5 u+£ du = 5xdx
dx 5 3
u+ =
5
u+ 3
Inu+£ - In(C) = 5x In 5 = 5x
5 C
u+3 - ce™ u-cex-3
5 5
Ruicksubstitution: u=3x+5y+8= ce™-3/5 5y =Ce*-3/5-8-3x
5x _ _
Lésung: y - ce 35x 43/5
fenlt: Anfangsbedingung, Probe

Stundenten: Aufgabe 10.5.3a
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10.5.2.2. DGLnvom Typ: y' =f(y/x)

Substitution: u = % => y =f(u)

Auflésen nach y: y = u*X

Differentiation nach x:  y'=u™*x+u u’ = %

Einsetzen in DGL.: u*x + u="f(u)

Umformen: x3U ) - u du__ o
dx f(u) - u X

Die obere DGL kann nun wieder mit Hilfe der Variablentrennung gel 6st werden.

Beigpidl:
DGL: y/:4y=+3x y/:4l+3
X X
Substitution: u-=2Y y = Uu*X
X
Differentiation: y =u*x+u
Einsetzen in DGL: usx +u = 4u + 3

Losen der DGL u(x) nach der Methode Variablentrennung:

i*x =3u+3=23u+1l
dx
du _ Ldx
u+l X
Inu+ 1) - In(c) = 3*In(x) |n[ ur 1) - In(x?)
C

u+l=cxx®

Rucksubstitution: Y i1 - cex®
X

y = x(cx® - 1) = cx* - x

fenlt: Anfangsbedingung, Probe

Stundenten: Aufgabe 10.5.3e
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10.5.3. Lineare DGLNn 1. Ordnung mit nicht konstanten Koeffizienten (Variation der
Konstanten)

Die allgemeine Form der linearen DGL 1. Ordnung mit nicht konstanten K oeffizienten lautet:

)7y + 100*y = f5(x)

Durch Division von f,(x) ergibt sich :

f,(%) f,(%)

oder umgeformt:
y +f(x)*y =9(x)
Dieobere DGL soll nun gel 6st werden. Zunéchst wird die homogene DGL durch Trennung der Variablen gel 6st:

Yo +f(X)*y, =0

dy,,

— = —f(X
v () ¥y
d

D fax
Yh

In(yw/c) = -f(x)dx
Yh = c*exp[-[f(x)dx]

Somit wurde eine homogene L dsung gefunden. Jetzt der Trick. Diesen findet man in der Mathematik nicht so oft.
Die Konstante ¢ wird als Funktion von x angenommen: ¢ = ¢(x). Daher der Titd Variation der Kon-
stanten. Die Abhangigkeit @(x) soll durch Einsetzen in die inhomogene DGL bestimmt werden:

y = @(X)*exp[-[f(x)dx]
d%[i [ dx] - ()

y' = @'(x)*exp[-[f(x)dX] + @(x)* exp[-[f(x)dx] * [-f(x)]
Eingesetzt in die DGL
y +f(x)*y =9(x)
ergibt sich durch Umformung und Variablentrennung:
@' (x)* exp[-[f(x)dX] - @(x)*f(x)* exp[-[f(x)dx] + f(x)* p(x)* exp[- [f(x)dx] = g(x)
@' (x)* exp[-[f(x)dx] = g(x)
@'(x) = g(x)*exp[+[f(x)dx] = de/dx
do = g(x)*exp[ [f(x)dx]

Die obere Gleichung wird integriert:

@(x) = [90)* exp[[f(x)dx] dx + ¢
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Der Ansatz mit @(x) ist erflllt wenn @(X) nach obiger Gleichung gewahlt wird. Eingesetzt ergibt sich:

y = @(x)*exp[-[f(x)dx]
y=[c+ [g()*exp{ [f(x)dx} dx]*exp[-[f(x)dX]

Mit
F(x) = [f(x)dx
vereinfacht sich die obere Lésungsformd zu:
y(x) = [c+ [g(x)* €™ dx]*e™
Die Losungsmethode Variation der Konstanten kann mit zwel verschiedenen Strategien durchgefiihrt werden.

- Einsetzen in die obere Formed
- Die Variation der Konstanten selbst durchfiihren.

Beide Methoden sollen in den néchsten zwei Beispiden vorgestellt werden. Die Benutzung der oberen Formel
gibt ein leicht anzuwendendes Schema.

Schema: Variation der Konstanten

1. Allgemeinelineare DGL 1. Ordnung umformen zu der Form:
y +f(x)*y = g(x)

2. Integral bilden:
F(x) = [f(x)*dx (ohnec)

3. Lésungsformel:
Y(x) = [+ [g(9* €™ d]*e

4. Anfangsbedingung auswerten:
Yo(X=Xo) =Yo ~ => c

5. Probe durch Einsetzen in die DGL
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Beigpidl 1: (nach Schema)

gegeben: X*y' +y-x*cosg(x) =0 y(1) =0

1. allgemeine Form:

/

y' + ¥ - cos(x) => ) - % 9(x) = cos(x)

x <

2. Integral bilden:

FOO = [F(9 dx - f%dx - In(¥)

3. Ldsungsformel:

Y(x) = [c+ [gx)*€ dx]*e™ = [c+ [oos(x)*€" dx]*e"

y(x) = [c + [cos(x)*x* dx/x
Tabelle: [x*cos(x)dx = cos(x) + x*sin(x)

y(X) = [c + cos(X) + x*sin(x)/x

y09 = 1 X0 singy

4. Anfangsbedingung auswer ten:

y(1) = 0 - %+ # + sin(1) c=-cos(1) - sin(1)
yo) - - - ) -, 00)3((") + sin(x)
5. Probe:

y - cos(1) +2sin(1) . —X*sin(x)zf cos(X) + cos(x)

X X

X*y +y-x*cos(x) = 0

S CRELCREE R CRES. DR CREL O U

x? X

cos(x) + sin(1) - xxsin(x) - cos(x) + x*xcos(X) - cos(1) - sin(1) + cos(x) + x*sin(X) - x?*cos(X) _ 0

X

=> DGL OK

y(x=1) = 7003(1)17 sn@ cosl(l) +sn(l) =0 => Anfangsbedingung OK
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Beispiel 2:
gegeben:

1. homogene DGL :

2. Variation von c:

3. Einsetzen in die DGL:

4. ¢(x) Einsetzen:

(nach Methode V.d. K.)
y +4y=xe™ y(x=0) =y, =3

dy
- =0
dx+y

Y
y
In(y/c) = -4x

y — C* e-4x

y = p(x)* e
Y = @' () e + p(x)(-4)* e™ = @'(x)* ¥ - 4*p(x)*e™

y + 4y =x*e™
(p'(X)* e-4x -4* (p(X)* e-4x + 4* (p(X)* e-4x = x* e—5x

(p'(X)* e-4x - X* e—5x

de
dx

ax e X

= xxe e
@(x) = [x*e*dx

Tabdle [x*e*=-e*(x + 1)
e(X) =-e¥(x+1) +C

y = o(x)*e™
y = [-€*(x+1) + CJ*e™
y = Cre* - e™(x+1)

5. Anfangsbedingung auswerten: y,=3=y(x=0) = C*’- 0+ 1)=C- 1 => C=4

y=4*e*-e¥(x+1)

6. Probe: y =-16*e™ - @*[1- 5x - 5] =-16*e™ + 4> + 5x* g™

y +4y=

X* e—5x

-16* €™ + 465 + 5xre™ + 4[4re™ - €% (x + 1)] = x*e>

-16* ™ + 46 + Exre™ + 16* e - 4x* e - 4™ = xre¥ => DGL OK

y(x=0) =

- 0+1)=3 => 0K
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Studenten: Aufgabe 10.5.4a und 10.5.5¢

10.5.4. Das totale Differential

Bildet man von der impliziten Gleichung (keine DGL)

F(xy)=C (10.5.4.1)
dastotale Differential (siehe Kap. 6.10, zweites Semester), so ergibt sich durch Umformung:

Fx,y)*dx + F,(x,y)*dy = 0

F(xy) + F,(x,y)*dy/dx = O

Fxy) +FXxy)*y=0 (10.5.4.2)
mit A, y) = F(xy) und B(x, y) = F,(x.,y) (10.5.4.3) (10.5.4.9)
eine DGL 1. Ordnung:

Axy) + Bxy)*y =0 (10.5.4.5)
Das Bilden des totalen Differentials einer impliziten Funktion ist immer méglich. Zu jeder impliziten Funktion
(10.5.4.1) gibt es somit eine zugehdrige DGL (10.5.4.5). Hier soll nun versucht werden, aus einer gegebenen

DGL (10.5.4.5) die implizite Funktion (10.5.4.1), also die Lésung der DGL, zu bestimmen.

Wiewird aus F, bzw F, dieimplizite Funktion F(x, y) bestimmt? Antwort: durch Integration. Welche der beiden
Funktionen F, bzw F, muR integriert werden? Antwort: beide. Es ergeben sich zwei Losungen:

F= F = [Rdx+fgy) (10.5.4.6)
F= F=[FRdy +fy(x) (10.5.4.7)

Bei der Integration ergibt sich eine additive Konstante, die nicht von der Integrationsvariablen abhangig sein
darf. In den oberen zwei Gleichungen erscheint diese Integrationskonstante als Funktion der jeweils anderen
Variablen x oder y. Weiterer Beweis fir die Addition von f, und f, : Beim Differenzieren der oberen beiden
Gleichungen fallen die Funktionen f,(y) und f,(x) weg. Diese Lésungsmethode fihrt nur zum Ziel, wenn F, und
F, dasgleiche Ergebnis liefert:

F=F =F,

JRdx +fi(y) = [Rydy + f;(x)

Ersetzen von F, und F, in der oberen Gleichung durch (10.5.4.3) und (10.5.4.4) ergibt:

JA*dx +fy(y) = [B*dy + f,(X)

Die obere Gleichung wird nacheinander nach x und dann nach y differenziert:

A = [B*dy + d{f,(x)}/dx A, = B, (10.5.4.8)

obere Gleichung ist die Bedingung dafir, daf$ auf die DGL (10.5.4.5) die Lésungsmethode “ Total es Differential”
anwendbar ist.

Zusammenfassung: TOTALES DIFFERENTIAL

gesucht: F(x,y)=C (10.5.4.1)
gegebene DGL.: AXY)+BXxy)*y =0 (10.5.4.5)
Bedingung: A, =B, (10.5.4.8)
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F-Bestimmung: F= F, = [Adx +f(y) (10.5.4.6)
F= F,=[Bdy + f,)(x) (10.5.4.7)
danach F(x, y) (10.5.4.1), wenn mdglich nach y auflésen
Beigpidl 1:
gegeben: DGL: (1+2x*y)+(1+xd)*y' =0
A, B-Bestimmung: A=1+2xy
B=1+x?
| 6sbar? A,=B.?
A, = 2x
B, = 2x
A, =B, => | Gsbar
F.= [Adx = [(1+ 2xy)dx = X + X%y + f(y)
F,= [Bdy = [(1+x3dy =y + yx® + f(X)
Umordnen: Fi=x+x¥y+f(y)

Fo=f(x) + X%y +y
Durch Vergleich a3t sich ablesen:

f(y) =y und f(x) =x
Damit ergibt sich die Lésung der DGL.:

F(xy) =x+x*y+y =C

Auflésen nach y: (x*+1y=C-x
_ C-x
x%+1
fenlt: Anfangsbedingung und Probe
Beigpiel 2:
gegeben: DGL: (Y+x)Xx+x*yy =0
A, B-Bestimmung: A = y2*x + X2
B =x*y*
|Gsbar? A, =B,?
A, = 2yx
B, = 2xy*
A, # B, => nicht | Gsbar
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Beigpiel 3:
gegeben: DGL: 3x*+5xy+ 4y +x%' =0
Umformung: (3x2+5xY) + (4y*+ xO)y =0
A, B-Bestimmung: A = 3x%+ 5x%y
B=4y*+x°
|Gsbar? A, =B,?
A, = 5x*
B, = 5x*
A, =B, => | Gsbar
Integration: F. = [Adx = [(3x* + 5x*y)dx = x® + X% + f(y)
F,= [Bdx = [(4y* + x9)dy = y* + X%y + f(x)
Umordnung: Fi=x3+ X%y +f(y)
F=1(x) +xy +y*
Vergleich: f(x) =x3 und fly) =y
implizite Losung: F=x3+xy+y*=C
explizite Lésung: Auflésung nach y = f(x) ist hier nicht moglich.

10.5.5. Integrierender Faktor

Die Methode des integrierenden Faktors basiert auch auf der Methode des totalen Differentials. Wird die
auszuwertende DGL des totalen Differentials.

AXy) + B(x,y)*y' =0 (10.5.4.5)
multipliziert mit einer Funktion, die von x und y abhangig ist
M(X, Y) - integrierender Faktor

ergibt sich eine dhnliche DGL als (10.5.4.5):

AGY)*I(XY) + BOGY)*u(x,y)*y =0 (10.5.5.1)
Mit:

A(X,Y) = AXY)*H(X,Y) (10.5.5.2)
B(X, ) = BOX,y)*1(X.y) (10.5.5.3)

ergibt sich die gleiche Form der DGL als beim totalen Differential:

A'(x,y) +B(x,y)*yY =0 (10.5.5.4)
Die oberere DGL kann mit den Methoden des totalen Differentials (siehe Kap. 10.5.4) gel6st werden. Das
Problem ist, den integrierender Faktor zu bestimmen. Im Beispiel 1 wird bei Vorgabe desintegrierender Faktors

die Methode vorgestellt. Die Bestimmung des integrierenden Faktor wird anschliel?end kurz erlautert. Der
Praktiker arbeitet mit einem daraus sich ergebenden Schema fiir verschiedene Ansétze desintegrierenden Faktor.
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Dieses Schemawird vorgestellt. Abschlief3end wird das Beispiel 2 anhand des gegebenen Schemas gel 6st.

Beigpiel 1:  (nach Methode totales Differential)

gegeben: DGL:

A, B-Bestimmung:

| 6sbar?

Ausweg:
mit x multiplizierte DGL.:
A, B-Bestinnung:

| 6sbar?

Integration:

Umordnung:

Losung:

fehlt noch:

Fazit:

(3x - 2y) - x*y'=0

A=3x-2y
B=-x
A, =B"?

y * By => Methode totales Differential nicht moglich.

obere DGL mit pu(x,y) = x multiplizieren (Ableitung spéter)
(3x%- 2yx)dx - x%dy =0

A" =3x%- 2yx
B'=-x
N -
Ay = -2
B, - 2
A, = B, => Methode totales Differential anwendbar

Fo= [A'dx= (3¢ - 2p)dk = X2 -y + Fy(y)
Fo= [B'dy = [(3)dy = Xy + 1,(x)

Fo=x -yoe+ 1)
F,=f,(X) - y*x*+ 0

f(y)=0 und f(x) =x3
F(x,y) =x3-y*x* =C

C+x y - €
2 2

y = +X

X
Anfangsbedingungen auswerten und Probe

Mit dem Integrierenden Faktor (Multiplikation der DGL, hier mit x) 183t sich die
DGL mit Hilfe der totalen DGL |6sen.

Wenn die Methode “ Totales Differential” und der integrierender Faktor bekannt ist, gestaltet sich die Lésung der
DGL nicht sehr schwierig. Ist der integrierende Faktor nur von einer Variablen (wie beim letzten Beispiel 1 von
x) abhangig, kann die Funktion p(x) bestimmt werden. Auf die Ausdriicke

A'(X, y) = H)*A(X, Y)
B'(X, y) = H(X)*B(X, y)

werden die Losbarkeitsbedingungen angewendet:
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10.5. Analytische Ldsung fir DGLN 1. Ordnung 89

&,

H() <A/, Y)

* d
B, - OI=‘X%B(x, y) + HO)*BX, V)
A; - Bx*

du

= B B

u*Ay ™ + =B,

Die obere DGL fir p wird mit der Methode “Trennung der Variablen” gel6st

du
—*B = - u*B
™ * u*Ay p=B,

du _ A - Bx*dx

m B

-B
In(u) - fAVB el

M- exp[fAyBBxdx]

Schema (ohne Herleitung) fur die Wahl des Integrierenden Faktors p(x,y) fur dieDGL:

A(xy) +B(xy)*y' =0

- Der integrierender Faktor enthélt nur x:

T exp[f%(Bx -A) dx] (Herleitung siehe oben)
- Der integrierender Faktor enthélt nur y:

_ 1

o= exp[fK(Bx - Ay)dy]
- Der integrierender Faktor enthalt nur xy:

u:exf%(B—Ay)dz Z = xxy

x*A - yxB" *

- Der integrierender Faktor enthélt nur y/x:

M= X _ X (B, - A)dz z-Y
fx*A + yxB X Ay X
- Der integrierender Faktor enthalt nur x* + y
1 2 2
= exp[ —————(B, - A)dz zZ =X
a p[f 2(y+A - x*B)( A ] i
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Beispiel 2;

gegeben: DGL:

Hinweis:

A, B-Bestinnung:

Schema:

multiplizierte DGL.:

A’, B'-Begtinnung:

Integration:

mit

fehlt noch:

Kommentar:

(2xry® + Bx>*y) + (5x*y* + 3x)y = 0
integrierender Faktor enthélt nur y

A = 2x*y* + 6X%y
B = Bx**y* + 3x°
A, = Bxy* + 6X°
B, = 10xy? + 18x°

my = exp[f %(Bx* Ay)dy]
B.- A, = 4xy’ - 12x°
1 2 5
= . R— + 12x°)d
H @(p[szy3+6X5y( Xy ) y}

my - exp[f gdy] - expl2n()] - eqliny?)] - v

(2xy® + 6x3*)dx + (5xA* + 3x%Ady =0

A" = A¥p = 2xy° + 6X°y°
B" = B* 1 = 5x3* + 3x%?

F=] A'dx = [(2xy® + 6x3)dx = xy® + X8 + f,(y)
F=[Bdy= [(5x%" + 3xy’)dy = xy® + xy* + f,(X)

f(y) =0=1(x) ergibt sich die Lésung
F=xy’+x%*=C

Anfangsbedingung auswerten und Probe

Diese Methode erfordert sehr viel Probieren und fiihrt meistens nicht zum Zid.
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10.6. Das Aufstellen von DGL N

Bislang ist schon viel Theorie tber DGLN erléutert worden. Die grof3e Mativation diese zu |6sen aber fehlt noch,
well noch nicht klar ist, wo Uberall diese DGLn auftreten und woher man DGLn erhdlt. In der Praxisist es nicht
so wie bei einer Mathematik-Aufgabe, wo die DGL mit Anfangsbedingung(en) gegeben ist. Beides (DGLN, wie
auch die Anfangsbedingungen) erhélt man aus physikalischen Gleichungen und Erkenntnissen. In den meisten
Féllen ergibt sich dieDGL nicht direkt, sondern mehrere Glei chungen miissen umgeformt und eingesetzt werden.
Eine DGL erhdlt man immer dann, wenn der Zusammenhang zwischen zwei physikalischen Gréf3en tber eine
Differentiation erfolgt. Dazu sollen jeweils zwei Beispiele aus der Elektrotechnik und der Mechanik vorgestelIt
werden.

Beispid 1. (Einschalten eines ungeladenen Kondensators)

Aufgabenstellung:

S X
T i e Bild MA106A

Aufstellen der physikalischen Gleichungen:

Maschenumlauf: Uy =Ug + U
_ du,

Zusammenhang Strom und Spannung am Kondensator: i = CT

Zusammenhang Strom und Spannung am Widerstand: Ug = R*i

Umformung der physikalischen Gleichungen zu einer DGL :

_ du,
Ug = Rxi = R*CT

du,
DGL: Uq = R#Cx— + U,
dt

Esergibt sich eine DGL, wobel u, die abhéangige Variableist und t die unabhéngige Variable.

Bestimmung der Anfangsbedingung:

Fur die obere DGL 1. Ordnung wird zur Bestimmung der Ldsung eine Anfangsbedingung benétigt. Diese erhélt
man aus der Bedingung, dal3 sich die Kondensator-Spannung U, aus energetischen Griinden nicht sprungférmig

verandern kann:

Uc(t=0) = U, = 0
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Aus dem Beispiel 1 folgt, da? bei einem physikalischen Problem, bei dem eine DGL vorkommt, die
folgenden Schritte erfolgen:

1. Aufstellen der physikalischen Gleichungen

2. Umformung der physikalischen Gleichungen zu einer DGL
3. Bestimmung der Anfangsbedingung(en)

4. Losen der DGL

5. Probe

Im Rahmen dieser Vorlesung werden Uberwiegend nur die Punkte 4 und 5 bei gegebener DGL und gegebenen
Anfangsbedingungen behandelt.

Beispid 2: (Einschalten R, L, C)

Aufgabenstellung:

t=0
Ug
@ Bild MA106B
U, u,

Aufstellen der physikalischen Gleichungen:

Maschenumlauf: Ug=Ug+ U+ U,
. du,

Zusammenhang Strom und Spannung am Kondensator: i =C ”

Zusammenhang Strom und Spannung am Widerstand: Ug = R*i

Zusammenhang Strom und Spannung an der Induktivitét: u = L%

Umformung der physikalischen Gleichungen zu einer DGL :
Die Spannungen ug und u, werden in die Maschengleichung eingesetzt:

. di
Uq = Rxi + L*? + U

Zur Beriicksichtigung der Spannung u: wird die obere Gleichung eéinmal differenziert:
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2
R*i‘FL*L i =
t dt? dt

Mit
du. i
dat C

ergibt sich eine lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten fir die abhéangige Variable i und die
unabhéngige Variablet :

Bestimmung der Anfangsbedingung:

Fur eine DGL 2. Ordnung werden 2 Anfangsbedingungen bendtigt. Aus energetischen Griinden ergibt sich, dai3
der Strom in einer Induktivitét sich nicht sprungférmig éndert:

i(t=0) =i,=0

Ist zum Einschaltzeitpunkt der Stromi(t=0) = i,= 0, fallt am Widerstand keine Spannung ab u(t=0). Auch die

Spannung am entladenen Kondensator u.(t=0) ist Null, weil sich aus energetischen Grind die Spannung am
Kondensator nicht sprungférmig éndern kann. Damit fallt zum Einschaltzeitpunkt die Spannung U, am der
Induktivitét ab

di(t-0 .
U, - u(t-0) - L*% - L

Aus der oberen Gleichung folgt die zweite Anfangsbedingung:

/7Uq

o -

Zusammenfassung aus Beispiel 1 und 2:

- Ein lineares Netzwerk mit n Energiespeichern (Energiespeicher ist L und C) ergibt ein DGL System mit
n DGLn, 1. Ordnung.

- Dieses DGL-System kann zu einer linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten umge-
formt werden.

Lineare DGLN mit konstanten K oeffizienten sind analytisch |6sbar (im Gegensatz zu den meisten nichtlinearen
DGLn). Dadielinearen DGLn (lineare Netzwerkemit L und C) in der E-Technik eine grof3e Rolle spidlen, sollen
dielinearen DGLN und deren Umformung in den Abschnitten 10.7 und 10.8 ausfuihrlich behandelt werden.

Eine andere wichtige Eigenschaft von DGLn, die aus Beispiel 2 zu erkennen ist: n verkoppelte DGLn erster
Ordnung lassen sich umformen zu einer DGL n-ter Ordnung. Dieses gilt auch fur nichtlineare DGLn (ohne
Beweis hier). Auch die umgekehrte Richtung ist méglich: Eine DGL n-ter Ordnung &3t sich in n DGLn erster
Ordnung umformen (ohne Beweis hier). Dieletzte Umformung bendtigt man zur numerische Lésung von DGLN
(sieheKap. 10.9).
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Beigpiel 3: (Feder-Masse-System)
Aufgabenstellung:

gegeben: xq(t)

=X

T x()
Va— W Ty
S S S S S S S S SS S S

Bild MA106C
Federkraft: fe =X - X4(t) + a] = c*[X - Xq(1)]
Reibungskraft: fr = dxv = d=x

Massenbeschleunigung:  f | = m=X

Kraftsumme: fr+fe+f,=0

Umformen der physikalischen Gleichungen zu einer DGL :

Einsetzen der oberen drei Kréftesummen ergibt eine lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
(L6sung spéter):

CHX + dxX + MxX = CxXy(t)

Bestimmung der Anfangsbedingungen:
Die Geschwindigkeit kann sich nicht sprungférmig @ndern, weil die Beschleunigung (Kraft) nicht unendlich

werden kann:

a:l F=m*a
dt

Auch die Position kann sich nicht sprungférmig &ndern. Daraus ergeben sich die zwel Anfangsbedingungen:

X(t=0) = X,

v=_-"=xX vy = V(t=0) = X,
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Beigpidl 4: (Penddl DGL)
Aufgabenstellung:

m)

Bild MA106D

Aufstellung der physikalischen Gleichungen:

fy - Gravitationskraft

f, - Beschleunigungskraft

f., - Massentrégheitskraft

Kraftsumme: fo+f,=0

Zerlegung der Kraft f:  f, =f* sin ()

2 .
Massentragheitskraft: f, = m=§ = mLz(p) = M*r*@

dt
Gravitationskraft: fy=m*g

Bild MA106E
Umformen der physikalischen Gleichung zu der DGL:
fo = fy *sin(g) = m*g*sin(e)
fn+f,=0
mxr+@ + mxg+sin(g) = 0
¢ + Judn(e) = 0
r
Obere Gleichung ist die nichtlineare Pendel-DGL 2. Ordnung. Die Losung ist méglich durch:
- Linearisierung => mathematisches Pendel (Kap. 10.11)

- numerische Lésung (Kap.10.9)
- Reihenentwicklung (Kap. 10.10)
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10.7. Lineare DGLn

Schema: Lineare Differential-Gleichungen kdnnen in zwei Abschnitten gelost wer-
den.

1 L dsung der homogenen DGL =>y, = f(X)
2. Suche einer speziellen Losung => y, = f(x)

3. Die gesamte L 6sung ergibt sich durch Addition von homogener und
spezieller Losung.

y(X) = Yn(X) + ys(X)

- Das Bilden der homogen DGL wurdein Abschnitt 10.2.4 erlautert.
- Die spezielle Losung ist entweder die Lésung fur

*y=0 (bei konstanter Anregung)
* die eingeschwungene Lésung  (bei sinusformiger Anregung)
* Ansatz nach Tabelle (bei sonstiger Anregung)

Das obere Schema gilt allgemein fur alle linearen DGLN, also auch fur die mit nicht konstanten Koeffizienten.
Im Abschnitt 10.7 sall die Lésung von linearen DGLN n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten erarbeitet
werde. Dabel sollen die Erkenntnisse erster und zweiter Ordnung auf die DGLn n-ter Ordnung angewandt
werden.

10.7.1. Lineare DGLn 1. Ordnung mit konstanten K oeffizienten

Die allgemeinelineare DGL 1. Ordnung mit konstanten K oeffizienten

y +a = f(x)

soll gel6st werden. Dazu wird nach dem vorher angegebenen Schema zuerst die homogene Lésung der oberen
DGL mit Hilfe der Methode “Trennung der Variablen” bestimmt:

dy,,

" + ax* =0
dx Y
i = —axdx
Yh

In(y,) - In(c) = -a*x

In(y,/c) = -a*x

Yn = cre™ homogene Lésung

Im zweiten Schritt mufd eine spezielle Losung gefunden werden. Der Ansatz fir die spezidle Lésung ist von Art
der Anregung f(x) abhéngig. Die Bestimmung der speziellen Lésung soll anhand von Beispielen aufgezeigt

werden. Annahme: Diespezielle Lésung y, = f(X) ist schon bestimmt. Danach ergibt sich die gesamte Losung aus
der Addition von homogener und spezieller Losung:

Y(X) = Yn(X) + ys(X) = C* € + y(x)
Im vierten Schritt muf3 noch tiber Anfangs- oder Randbedingung, die Konstante ¢ bestimmt werden.
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2. Moglichkeit zur Bestimmung der L 6sung der homogen DGL:

yrq +ay, =0
Eserfolgt ein Ansatz in der Form: y, = c et
Vi = Cprhre’
/ o dyy, B
y» und y,, werden in die homogene DGL ™ +axy, =0
X
eingesetzt und umgeformt: c,xeMxd + axc xe™ = 0

c,xe™«[A +a = 0

Die DGL muR fir ale x-Werte erflllt sein. Dieses ist nur der Fall, wenn die eckige Klammer der oberen
Gleichung Null wird:

A+a=0 = A=-a

Damit ergibt sich die homogene Ldsung zu: Y, = ¢ xe

3. Praktische Bestimmung der homogenen L 6sung:
Aus den obigen Berechnungen ist bekannt: Die homogene DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

dy,,
—— + ax* =0
dx Y

weist die folgende homogene Losung auf:
Yo = Cre™™

Eine weiteres Schema zur Bestimmung der homogenen Lésung n-ter Ordnung (worin die erste Ordnung
enthalten ist) wird im Abschnitt 10.7.3 vorgestellt.

Die weiteren Beispielein diesem Abschnitt 10.7 (auch n-ter Ordnung) werden wie folgt behandelt:
Verfahren zur Ldsung von Linearen DGLn n-ter Ordnung mit konstanten K oeffizienten:
- DGL ist mit n Anfangswerten gegeben:
A] Bestimmung der homogenen L 8sung
B] Bestimmung der speziellen L dsung
C] Gesamtldsung = homogene L 6sung + spezielle L dsung

D] Bestimmung der I ntegrationskonstanten durch Auswerten der Anfangsbedingungen
E] Probe

In diesem Abschnitt (DGL 1. Ordnung) wird im folgenden der Ansatz zur speziellen Lésung untersucht. Diese
Erkenntnisse lassen sich dann auch auf DGLn n-ter Ordnung anwenden.
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Beispiel 1;

gegeben: DGL y +5y=8
Anfangsbedingung: y(x=0) =0

A. homogene L 6sung:

Diese erfolgt mit dem Vergleich einer schon bekannten allgemeinen Ldsung:

0 => Y, = cxe™™ (bekannt)

/
Yh + atyy

Y + 5y, = 0 = y, = cxe™>

(aus Vergleich)

B. spezielle L dsung:

Betrachtet man die gegebene DGL
y +5y=8

fir x-o (physikalisch fir t- ) und berticksichtigt die konstante Anregung f(x) = 8 so ergibt sich
y(t-)=0

Dann sind von der DGL nur noch zwei Terme zu betrachten, aus der sich die spezielle Lésung ergibt:

X—e0 => 5*y,=8 ys = 8/5

Alter native Bestimmung der speziellen L dsung:

Dadie Anregung f(x) = 8 = g, eéine Polynom 0. Ordnung dargestdllt, erfolgt fir die spezielle Lésung der Ansatz
eines Polynoms 0. Ordnung:

¥s = by

Zur Bestimmung von b, wird der obere Ansatz differenziert
ys =0

undin die DGL (y, + 5y, = 8) ein gesetzt:

0+5b,=8 => b, = 8/5 => Ys = 8/5
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C. Gesamtlésung: Y(X) =y, + Ys = c*e™>

D. Anfangsbedingung:

y(x) = -8/5*e> + 8/5

E. Probe: y(x) = -8/5*€™> + 8/5
y/ _ 8*9_5)(
DGL: y +5y=8

Fazit aus Beispiel 1:

Anregung speziele L6-
sung

f(x) Ys(X)

konstant konstant

3 by
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y(x=0) =y ,=0=c*e®+8/5 =>

+8/5

c=-8/5
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=> DGL erfillt

=> A.B. erfllt
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Beispiel 2:

gegeben: DGL y' + 2y = 4X
Anfangsbedingung: y(x=0) =y,=5

A. homogene L 6sung:
yé +axy, = 0 => Y, = cxe™™ (bekannt)

Yat2y,=0 => y, = cre

(aus Vergleich)
B. spezielle L dsung:

Versuch: Dadie Anregung ein Polynom 1. Ordnung ist, erfolgt fiir die spezielle Losung ein Ansatz in der Form
eines Polynoms 1. Ordnung:

Ys=bp+ b*x
Zur Bestimmung von b, und b, wird der obere Ansatz differenziert
ys=b
undin die DGL (y' + 2y = 4x) eingesetzt
b, + 2*(by+ b,x) = 4x
und umgeformt
(b, + 2by) + x*(2b, - 4) =0

Die obere Gleichung ist nur erflllt, wenn diese fir alle x gilt, somit missen die oberen Klammern zu Null
werden:

b, + 2b, =0
2b,-4=0 = =2 2+2,=0  => by=-1

Damit ergibt sich die spezidle Lésung zu:

Yo= -1+2x

C. Gesamtl6sung: YX) =V +Ys=c"eX+2x-1

D. Anfangsbedingung: y(x=0) =y, = 5 =cxe 204+ 2+0-1
5=c-1 => c=6
y(¥) = 6+ + 2x - 1

E. Probe: y(X) = 6% >+ 2x - 1
y =-12*e*+2
y + 2y =4x
S12%e + 2+ 2[6e + 2% - 1] = 4X
S12%e% + 2+ 12%e® + 4x - 2= 4X =>DGL OK
y(x=0) = 6720+ 240-1 =5 => A.B. OK
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Beispid 3:

gegeben: DGL y' + 2y =12x2
Anfangsbedingung: y(x=0) =y,=5

A .homogene L 6sung:

yé +axy, = 0 => Y, = cxe™™ (bekannt)

Y+ 2y,=0 = y, = crxe (aus Vergleich)

B. spezielle Ldsung:
Versuch: Dadie Anregung ein Polynom 2. Ordnung ist, erfolgt fir die spezielle Lésung ein Ansatz in der Form
eines Polynoms 2. Ordnung:

Ys=by+ b*x +b*x?
Zur Bestimmung von b, und b, wird der obere Ansatz differenziert
Y's= by + 2b*x
undin die DGL (y' + 2y = 12x?) eingesetzt
b, + 2b,* X + 2* (lop+ byx + by*x?) = 12x?
und umgeformt
(by + 2bg) + x* (20, +20y) + X*(20, - 12) = 0

Die obere Gleichung ist nur erfillt, wenn diese fur alle x gilt, somit mussen die oberen Klammern zu Null
werden:

b, + 2b, =0
2b,+2b,=0
2b,-12=0 => b,=6 b=-b,=-6 by=-b/2=3
Damit ergibt sich die spezidlle Lésung zu:

Y= 3- 6X + 6x*

C. Gesamtlésung:

D. Anfangsbedingung:

Y(X) = Yi + Y5 = c*€* + 3 - 6x + 6X°

y(x=0) =y, = 5 = cxe™?%+ 3 - 6+0 + 6+0?

5=c+3 => c=2

y(x) = 2+ >+ 3 - 6x + 6x°2

E. Probe: y(x) = 2+ >+ 3 - 6x + 6x°
y = -4*e? - 6+ 12x
y +2y=12x2
A e - 64 12X + 4¥ e + 6 - 12X + 12%x% = 12%? => DGL OK
y(x=0) = 5 = 2xe% + 3 + 6%0 + 6+0> = 5 => A.B. OK
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Fazit aus den Beispielen 1 bis 3:

Beispidl | Anregung Ordnung des Paly- | Ansatz spezidle Lésung
noms

1 f(x) = & 0 Ys = by

2 f(x) = gy + ax hier: a,=0 1 Vs = by + bix

3 f(X) = @y + X + ax? hier:ay=a,=0 | 2 Y = by + bx + bx?

Zur Bestimmung der Koeffizienten b, wird der Ansatz differenziert und in die Gesamt-DGL eingesetzt. Durch
Koeffizienten Vergleich der x-Potenzen (die alle Null sein miissen) ergibt sich ein lineares Gleichungssystem der
Polynomordnung plus ein.

Beigpiel 4:
gegeben: DGL: y' + 4y = 10sin(3x)
Anfangsbedingung: y(x=0) =y,=3
A. homogene L 6sung:
Yp + @y, = 0 => - cre™™ (bekannt)

-4x

yé + 45y, =0 = Y, = Cxe (aus Vergleich)

B. spezielle L dsung:

Bei den letzten Beispielen war die Anregung eine Polynom n-ter Ordnung. Fiir die spezielle Losung erfolgte
ebenfalls ein Ansatz eines allgemeinen Polynoms n-ter Ordnung. Da in diesem Beispiel die Anregung eine
Schwingung mit der Periode 2wt/3 darstellt, erfolgt fir die spezidlle Losung auch der Ansatz einer allgemeinen
Schwingung mit der Periodendauer 27t/3 :

Ys = b*sin(3x) + b,* cos(3x)

Der obere Ansatz wird differenziert und in die Gesamt-DGL eingesetzt:
Y's = 3b,* cos(3x) - 3b,*sin(3x)
Y's + 4y, = 10sin(3x)

3b,* cos(3X) - 3b,*sin(3x) + 4b,*sin(3x) + 4b,* cos(3x) = 10*sin(3x)
(-3b, + 4b, - 10)*sin(3x) + (3b, + 4b,)*cos(3x) = 0

Dieobere DGL muf3 fiir allex-Werte erfiillt sein, diesesist nur der Fall, wenn die K oeffizienten der trigonometri-
schen Funktionen (Klammerausdriicke) Null sind:

4bl'3b2:10
3b,+4b,=0
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Das obere Gle chungssystem 2. Ordnung wird gelst und in den Ansatz der speziellen Lésung eingesetzt:

N INEH

by 1 (4 «3)(10) 1(40
b 16-(9\ 3 4)/\o) 2530
b,= 1.6 b, =-1.2

Ys = 1.6*sin(3x) -1.2.* cos(3x)

Die Bestimmung der spezidlen Ldsung war in diesem Fall etwas aufwendig. Das Problem war eine lineare
Differentialgleichung mit sinusformiger Anregung. In EG IIl wird gezeigt, dald die spezidlle Ldsung, die
eingeschwungene Lésung ist, die sich mit der Hilfe der komplexen Methode aus EG |1 bestimmen 1&/3t.

C. Gesamtlésung:

Y(X) = Yi + Ys = c*e* + 1.6*sin(3x) - 1.2* cos(3x)

D. Anfangsbedingung auswer ten:

y(x=0) =y, =3 =c*e*°+ 1.6*sin(3*0) - 1.2*cog(3*0)
3=c-12 = c=42
y(X) = 4.2*e* + 1.6*sin(3x) - 1.2* cos(3x)

E. Probe:

y(x) = 4.2*e™ + 1.6*sn(3x) - 1.2*cos(3x)

y =4.2%e® + 1.6*sin(3x) - 1.2* cos(3x)

y' =-16.8*e* + 4.8* cos(3x) + 3.6*sin(3x)

y' + 4y = 10*sin(3x)

-16.8* €™ + 4.8*cos(3x) + 3.6*siN(3x) + 16.8*e™ + 6.4*sin(3x) -4.8* cos(3x) = 10*sin(3x) => DGL OK
Yo=3= 4.2+ 1.6*sin(0) - 1.2*cos(0) =4.2-1.2=3 =>A.B. OK

Fazit aus Beispiel 4:

Anregung spezielle Losung

f(x)= &, * cos(wx) + a*sin(wx) hiera, =0 | y(X) = bi*sin(wx) + b,* cos(wX)
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Beispid 5:
gegeben: DGL: y + by = 8*e*

Anfangsbedingung: y(x=0) =y,=6

A. homogene L 6sung:

|
o
Il
\

yé +axy, = Y, = cxe™™ (bekannt)

-5x

yé +5xy, =0 => Y, = C*e (aus Vergleich)

B. spezielle L dsung:
Da die Anregung eine e-Funktion mir e* darstellt, erfolgt ein Ansatz fiir die spezielle Lésung:
Ys = by*e™

Der Ansatz wird differenziert und in die Gesamt-DGL (y' + 5y = 8*e¥) eingesetzt:

ys = -3byre™

-3b* > + Bhy*e® = gre™

(2by- 8)*e> =0

2b,-8= 0 = =4
Yo = 4*e™

C. Gesamtlésung:

Y(X) = Yo +Ys = Cre™ + 4re™

D. Anfangsbedingung auswerten:
yx=0) =y, =6=c+4=c+4
6=c+4 => c=2

y(X) = 2¥e> + 4re>

E. Probe: y(X) = 2*e> + 4re>
y =-10*e™ - 12*e¥
y + by = 8*e*
-10*e™ - 12*e® + 10*e™ + 20*e*> = 8*e* => DGL OK
Yo=2*6+ 4" =6 => A.B. OK

Fazit aus Beispiel 5:

Anregung spezidle Lésung

f=a*e*  |y.=bye
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Beispie 6:

gegebene: DGL:
Anfangsbedingung:

A. homogene L 6sung:

yé +axy, = 0 =>

Yo+ Yy - 0 =>

B. spezielle Ldsung:

10.7. Lineare DGLn 105

y+ty=¢e*

y(x=0) =y, =2

Y, = cxe™™ (bekannt)

Y, = cxe™* (aus Vergleich)

Wegen der Anregung miifdte eigentlich der Ansatz erfolgen:

Yn = bo*e”

Dieses wére aber gleich der homogenen Lésung und bringt somit kein Erfolg.

Satzz Wenn die Struktur der speziellen und der homogenen L 6sung gleich ist, muf3 fur
die spezielle L6sung ein x multiplikativ spendiert werden.

Ansatz: Ys = byt x*e*
y's=bg*e*(1-x)

y|s+ys'e_X:0

by €*(1 - X) + by*x*e* - e¥=0
€[y - by*x + b*x - 1] =0

&by~ 1] = 0
=1
Y, = X* e

C. Gesamtlésung:

D. Anfangsbedingung auswerten:

E. Probe:

Fazit aus Beispiel 6:

Y(X) = Yo +ys = Cre* + x* e

y(x=0) =yp,=2=c*e® + 0*e® = c=2

y(X) =2e* + x*e* = €(2 + X)

y(X) = €*(2 +x)
y(x)=€*(1-2-x)=€*(-1-x)

y +ty=¢

e-1-x)+e(2+x)= &

e (-1-x+2+x-1)=0 => DGL OK
y(x=0)=e’°(2+0)=2 => A.B.OK

Satzz Wenn die Struktur der speziellen und gleich der homogenen Losung gleich ist, muf3 fiir die spezielle
Ldsung ein x multiplikativ spendiert werden.
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Beigpiel 7:
gegeben: DGL: y + 3y = 7x*e*
Anfangsbedingung: y(x=0) = -2
A. homogene L 6sung:
yh + axy, = 0 =>  y, - cre ™ (bekannt)
Vi + 3y, = 0 => y, = cxe ¥ (aus Vergleich)

B. spezielle L dsung:

Aufgrund der Struktur der Anregung erfolgt der Ansatz:

.= (b + bir)*e™

y's= (b - 2by - 2b*x)* e

y + 3y =T7x*e*

(b, - 200y - 2b*x)* &> + 3* (b, + bx)*e> = 7x* e
e2*[(b, - 2by + 3by) + (-2b, + 3b, - 7)x] =0

b, +1,=0
bl - 7: 0
Ys = (-7 + 7x)*e*

C. Gesamtlésung:

D. Anfangsbedingung:

E. Probe:

Fazit aus Beispiel 7:

Y(X) = Yo +Ys = c e + (7x - 7)*e*

Yo= -2= c*€%+ (70 - 7)*€®
-2=c-7 =>c=5
y(X) = 5% + (7x - 7)e*

y(X) = 5% + (7x - 7)e*
y' =-15%e® + (7 - 14x + 14)e* = -15e* + (21 - 14x)e*
y + 3y =7x*e*

-15 ¥ + (21 - 14x)* e + 15e™ + (21x - 21)*e> = 7x*e¥

e¥[-15+ 15] + €*[21 - 14x + 21x-21-7x] =0 =>
Yo=5*€%+ (7*0-7)e*=5-7=-2

Anregung spezidle Lésung

f(X)= (8 + ax)*e™ Ys = (bo

+ bx)* e
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Beispiel 8:
gegeben: DGL: y' + 5y = 8 +8*e¥
Anfangsbedingung: y(x=0) =2
A. homogene L 6sung:
Yp + sy, = 0 =>  y, - cre ™ (bekannt)
Yo+ 5y, = 0 = y, = cxe™> (aus Vergleich)

B. spezielle Ldsung:

Dadie Anregung sich aus einer Summe von einem Polynom 0. Ordnung und einer e-Funktion zusammensetzt,
erfolgt fur die spezidlle Lésung auch ein Ansatz in Form einer Summe aus oben genannten Funktionen:

Vst areX=ygt+yy

Die Koeffizienten a, und a, werden (wie schon bekannt) durch Einsetzen in die DGL und anschlief3endem

K oeffizientenvergleich bestimmt:

y,s =-3 al*e—3x

y' + 5y =8+ 8e¥

-3a,*e® + 5(g, + a,*€¥) = 8+ 8™

(2*a, - 8)™ + (5*a,- 8) = 0

2*a1'8:0 => al:4
58 -8=0 =  3=85=16
Ys = % + 4re” Va = 1.6 Yo = 4*e¥
C. Gesamtl6sung: Y(X) = Y, + Yo = CF €% + 1.6 + 4*e™
D. Anfangsbedingung: y,=2=c+16+4*¢°=c+t56 => c=-36
y(x) =-3.6¥e™ + 1.6 + 4*e™
E. Probe: y(x) =-3.6e> + 1.6 + 4* g™
y =18*e> - 12*e*
y' + 5y =8 +8*e*
18*e> - 12> - 18*e™ + 8 + 20*e>* = 8 + 8* e = DGL OK
Yo=-36€"+16+4*€"=-36+1.6+4=2 => A.B OK

Fazit aus Beispiel 8:

Besteht die Anregung aus einer Summe von Funktionen, mui3 die spezielle Lésung auch als eine Summe
entsprechend den Einzelfunktionen gewahlt werden. Anhand der nachfolgenden Tabellesoll diespezielleLdsung
der Beispiele 1, 5 und 8 diskutiert werden:
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Differentialgleichungen

Beispie DGL spezidle Lésung
8
1 y +5y=8=f(x) Ya = 5
5 y' + 5y =8 e¥=fy(x) Yo = 4*e¥
8 _
8 y +5y=8+8€>=f(x) | ¥ = ¢ ' 4
f(x) = f.(x) + f(x) Ys=Ya t+ Yo
8
fi(x)=8 Ya = 5
f(x)= 8* e Yo = 4% e

Aus der oberen Tabdle &t sich ablesen:

- Alledrel DGLn weisen die gleiche homogene DGL auf.

- Bei der dritten DGL besteht die Anregung aus der Summe der beiden ersten Anregungen.
- Auch die spezidle Losung der dritten DGL ergibt sich aus der Summe der ersten und zweiten speziellen
L6sung.

Besteht die Anregung einer linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten K oeffizienten
auseiner Summevon Funktion, so lassen sich die speziellen L 6sungen einzeln bestimmen
und anschlief3end addieren.

Physikalischer Hintergrund der Elektrotechnik: Die Analyse von linearen Netzwerken mit R, L, C und Span-
nungsquellen ergibt lineare DGLn n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die Anregungen reprasentierten
die Spannungsquedlen. Bei einen linearen Netzwerk lassen sich die Auswirkungen von Spannungsquelle
Uberlagern (addieren). Deswegen lassen sich auch die speziellen Losungen addieren.

Zusammenfassung: Ansatz fur die Wahl der spezidlen Lésung, auch gltig fur lineare DGLn n-ter
Ordnung mit konstanten K oeffizienten

Anregung spezielle Lésung Beispid

f(x) Ys(X)

% by 1

X b, + byx 2

ax? by + byx + byx? 3

8+ axX +ax2+..ax" by + bx + bx%+ ... b.x"

ax" by + bx + bx%+ ... b.x"

a,*sin(ax) b,*sin(ax) + b,* cos(ax) 4

a,* cos(ax) b,*sin(ax) + b,* cos(ax)

a*sin(ax) + a*cos(ax) b*sin(ax) + b,* cos(ax)

a*e™ by* e 5

e™(ag+ aX + axX2 + ... ax" e*(bp + bx + b2+ ...b.x") aus7

f1(x) 2 1

f2(X) Yo 5

f(x) = f(x) +fxx) Ys = Ya * Yoo 8
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10.7.2. Lineare DGLn 2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten

DieLdsung von linearen DGLN 2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten unterscheidet sich nicht wesentlich von
denen der ersten Ordnung. Die im letzten Abschnitt angegebenen Schritte missen auch hier durchgefiihrt
werden. Der grofite Unterschied besteht in der Bestimmung der homogen Ldsung y;,. Die Bestimmung der
speziellen Losung erfolgt in der fast gleichen Art wie bei linearen DGLnN 1. Ordnung mit konstanten K oeffizien-
ten (Kap. 10.7.1, voriger Abschnitt).
Die allgemeine Form, der linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten lautet:

y'+ay +ay=0 (10.7.2.1)
Im einfihrenden (theoretischen) Teil dieses Abschnittes soll nur die homogene Lésung untersucht werden, well
(wie schon erwéhnt) hier bel der Unterschied zu den DGLn 1. Ordnung besteht. Das gesamte L 6sungsverfahren
soll anschlief¥end wieder anhand von Beispielen untersucht werden.
Fur die lineare homogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y'htayn tay,=0 (10.7.2.2)

muf3 ein Ansatz gefunden werden. Wie bel der homogenen DGL 1. Ordnung soll ein Ansatz mit einer e-Funktio-
nen versucht werden:

y, - creM (10.7.2.3)
Der Ansatz wird zweimal differenziert
Yy = Axcxe™
y!| = AZecre™
und in die homogene DGL (y; + a,*y; + a,+y, = 0) eingesetzt und umgeformt:
AZxcre™ + a xAxcret + g rcxe™ = 0
[A2 + a«d + a]+e™ = 0
Die obere Gleichung muR3 fur alle x erfiillt sein, diesesist der Fall, wenn die eckige Klammer Null wird:
Mrashta, =0 (10.7.2.4)

Obere Gleichung wird charakteristisches Polynom der DGL (10.7.2.1) genannt. Die Lésung des charakteri-
stischen Polynoms (10.7.2.4) mittels quadratischer Gleichung ergibt zwei Lésungen:

2 2

a a a . a
Moo=+ 12 g = 14 - = 10.7.2.5
12 > 2 5 INE) 2 ( )

Bei der Auswertung von (10.7.6.2.5) sind die 3 Falle zu unterscheiden:
Fall 1: zwei verschiedene redle Losungen

Fall 2:  konjungiert komplexe Lésung
Fall 3: eineredle Doppeldsung
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Fall 1: Zwei verschiedene reelle Nullstellen

Dieser Fall ist der einfachste. Die A-Werte sind verschieden und reell:

A= an A= @ a1 % & au 8 €R

Die homogene Ldsung nach (10.7.2.3) muld zwei Integrationskonstanten enthalten, weil sonst die Lésung einer

DGL 2. Ordnung nach Kap. 10.2.6 nicht vollstandig ist. Da sich zwei “A”-Werte ergeben, muf3 die homogene
Ldsung auch zwei e-Funktionen als Summe enthalten:

Y, = ¢ e+ ¢ xe (10.7.2.6)

Fall 2: Konjungiert komplexe Nullstellen

Mit den Werten

A =-a+jb A,=-a-jb abeRrR

erfolgt ein Ansatz mit zwei komplexen e-Funktionen fur die homogene Lsung:
y, - C3*e}"1x N C4*e'\2x

Umformen und Einsetzen ergibt:

_ (-a+jb)x (-a-jb)x
Y, = Cy*e + e

_ -ax , ajbx -ax —jbx
yth3*e *e +c4*e *e

Y, = € ¥[cyxel™ + c,xe ™

e = cog(bx) + j+sin(bx)

Yy = e ¥[ci{cos(bx) + jxsin(bx)} + c,{cos(bx) — j+sin(bx)}]

Y, = € ®{(c; + ccos(bx) + jx(c; — c)sin(bx)]

Substitution: C,=C+C, C,= (G- C)

Y, = € ®{c,xcos(bx) + c,*sin(bx)] (10.7.2.7)

Die komplexe Rechnung war in diesem Fall nur ein Umweg. Die Losung einer reellen DGL ergibt auch eine
reglle Funktion. Die Ldsung (10.7.2.7) reprasentiert fir a> 0 eine gedémpfte Schwingung mit der Periode 2n/b.
Die Amplituden klingen mit e (technisch meist a> 0) ab, d.h. nach Ax = -1/averringert sich die Amplitude um
der Wert L/e. Trifft man bein Losen von linearen DGL mit konstanten Koeffizienten auf konjungiert komplexe
Ldsungen, mul3 die obige aufwendige Umformung nicht durchgefiihrt werden. Esreicht die Feststellung, dai3 der
Realteil von A in der e-Funktion von (10.7.2.7) erscheint und der Imaginérteil jeweilsin den zwei trigonmetri-
schen Funktionen.
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Falle 3: Doppelte Nullstelle

Mit den Werten

bringt der Ansatz

— ax ax ax _ ax
Y, = Cyxe™ + ¢, xe C,*€ Yo = Ci*€

nur eine unabhangige Konstante. Es muf3 noch nach einer zweiten Lésung gesucht werden, damit nach Kap.
10.2.6 die DGL 2. Ordnung mit 2 Integrationskonstanten auch eine vollsténdig L6sung erhét. Abhilfe: Multipli-
kation mit x:

Yip = Cx€%%x

Behauptung: y,=c*x*e® st eine Lésung der homogen DGL : yr - 2ay, +a%, = 0
Beweis:

1. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der DGL sind zweifach bel A = avorhan-
den:

2. DGL muB erfillt sein:
Y= C*e®X
Yo = Cre¥x(1rax)

y, = cxe™a+a+aX) = cxe®x(2ara’)

yr - 2ay, + a%, = 0
cre™[2a+ a®*x - 2a(1 + ax) + a®*x] =0

cre™[2a+ a*x - 2a- 28 x + a®*x] =0

Somit ergibt sich die homogene Lésung bei doppelter Nullstelle des charakterischen Polynoms (10.7.2.4) zu:
Yh =Y t Yno

— ax ax
Y, = Cxe™ + g xx=e

Praktische Bestimmung der A-Werte

Aus dem Vergleich von DGL

y" ray’+ay = f(x) (10.7.2.1)
und charakteristischem Polynom

A2 va<h va; =0 (10.7.2.4)
ergibt sich, dal3 das charakteristische Polynom auch direkt ohne Umweg tiber Ansétze aus der DGL aufgestellt
werden kann.
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Anfangsbedingungen:

Bei einer DGL 2. Ordnung missen 2 Anfangs- oder Randbedingungen gegeben sein. Die zwei Anfangs-
bedingungen wéren:

Y(Xo) = Yo
Y (Xo) =Yo

Die zwei Randbedingungen wéren:

y(x=a) =y,
y(X=c) =,
Zusammenfassung: Homogene Losung der DGL 2. Ordnung mit konstanten
K oeffizienten
DGL: y" +ay’ + ay = f(x)
charakteristisches Polynom M raxhra, =0
a,  |a 3 a;
Eigenwerte R I B S S -1
12 2 4 2 TIN% T
Ar=-ay Ay=-ap _ “ayX “aX
zwei verschieden redlle Nullstellen Yo = Cr€ "G
Ai=h=-a _ -ax -ax
zwei gleich reelle Nullstellen Yo = G Gree
Ap=-atijb o b in(h
konjungiert komplexe Nullstelle Yo = €7l rcos(bx) + cyxsin(bx)]
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Beispiel 1:
gegeben: DGL: y'+4y +3y=15
Anfangsbedingung: y(x=0) =y,=3
y(x=0)=y, =8

A. homogene L 6sung:

homogene DGL: yo +4y,+ 3y, =0

ch. Polynom: A2 +41+3=0

Eigenwerte: hip = 2422 3= 2+1
A =-1 2,=-3

Ansatz: Y, = Cxe + cxe

B. spezielle L dsung:

Anregung: f(x) = const
¥s = by
ys=0
y's=0
DGL: y'+4y' +3y=15
Einsetzen in DGL.: 0+0+3*h,=15
by,=5
Ys=5
C. Gesamtlésung: Y(X) =y, + Vs = C*e* + i, e¥ + 5
D. Anfangsbedingungen: Y(X) =y, + Vs = C*e* + i, e¥ + 5

y‘ = _Cl*e—x _ 3oz*e—3x
Yo=c*e’+c*e’+5= ¢ +c+5=3

yo=-c*e’-3c,e’= -¢,-3c, =8
[ 1 1] G
-1 -3/ {c,

y=e*-3*e*+5

E. Probe: y=¢e*-3*e*+5
y = -6+ Ore™
y' = eX - 27e%
y'+4y' +3y=15
(e - 27 e™>) + 4*(-e* + 9¢®) + 3*(e* - 3e* + 5) = 15

e (1-4+3)+e*(-27+36-9)+15=15 => DGL OK
Yo=€°-3*¢°+5=1-3+5=3 = OK
Yo=-€+9=-1+9=38 => OK

Verson 1.1 22. Dezember 2000



114 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beigpiel 2:
gegeben: DGL: y" + 4y' + 13y = 40cos(x)
Anfangsbedingung: y(x=0) =y,=5
Yy (x=0)=y,=0
A. homogene L 6sung:
homogene DGL: yé’ + 4yrf +13y, = 0
ch. Polynom: AP+4)+13=0
Eigenwerte: hi,= 2+£/4-13=2+/9=2%+j3
Ansatz: Vi, = €2%[c,* 005(3X) + C,* Sin(3X)]

B. spezielle Ldsung:
Anregung: f(x) = cos(x)
Ansatz; Ys = A*cos(x) + B*sin(x)

y. = ~Axsin(X) + Bxcos(X)

y. = ~Axcos(x) - Bxsin(x)

DGL: y' + 4y +13y = cos(X)
einsetzen: [-A*cos(x) - B*sin(x)] + 4*[-A*sin(x) + B*cos(x) +13[A*cos(x) + B*sin(x)] = 40 cos(x)
cos(X)*[-A + 4B + 13A - 40] + sin(x)*[-B - 4A + 13B] =0
12A + 4B =40
-4A +12B =0
12 4] (A 40
[ 4 12] B] i 0)
) s ) (0] sl [0
B 144 + 16\ +4 12 0 160\ 160 1
A=3 B=1

¥s = 3*cos(x) + sin(x)

C. Gesamtlésung: Y(X) = Vi + Vs = €2[c*cos(3X) + ¢,*sin(3x)] + 3*cos(x) + sin(X)

D. Anfangsbedingungen auswer ten:

y(x=0)=5=¢, +3 => c=2

y' = e[-2¢;*cos(3X) - 2¢,*sin(3x) - 3¢c,* sin(3x) + 3¢,* cos(3x) ]-3*sin(x) + cos(x)
y'(x=0)=-2c,+3c,+1=0

3c,=-1+2¢

=1

y = €[2cos(3x) + sin(3x)] + 3cos(x) + sin(x)
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E. Probe:

Verson 1.1

y = e*[2005(3x) + Sin(3x)] + 3cos(x) + sin(x)

y' = e2(-4c05(3x) - 25in(3x) - 6sin(3x) + 3cos(3x)]-3siN(X) + Cos(X)
y' = e[-co3(3x) - 8 Sin(3x)] - 3sin(x) + cos(x)

y" = 6%[2008(3x) + 165in(3x) + 35iN(3x) - 24c08(3x)]-3co8(x) - Sin(x)
y" = e*[-22c0s(3x) + 19sin(3x)] - 3cos(x) - Sin(x)

y" + 4y' + 13y = 40cos(x)

e2[-22* cos(3x) + 19*sin(3x)] + [-3*cos(x) - Sin(x)]

+ 4*eX[-co9(3x) - 8*sin(3x)] + 4*[-3*sin(X) + cos(X)]

+13*e2[2* cos(3x) + Sin(3x)] + 13[3*cos(x) + sin(x)] = 40* cos(x)

10.7. Lineare DGLn 115

e2{ cos(3x)[-22 - 4 + 26] + SN(3x)[19 - 32 + 13]} + cos(X)[-3 + 4 + 39 - 40]+ sin(x)[-1 - 12+ 13] =0

=> 0K
y(x=0)=2+3=5
y(x=0)=-1+1=0

22. Dezember 2000

=>OK
=> 0K
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Beispid 3:

gegeben:

DGL
Anfangsbedingung: y(x=0) =7

A. homogene L 6sung:

y' + 4y + 4y = 10e*

y(x=0)=0

homogene DGL: y; + 4y, + 4y, = O

ch. Polynom:

Eigenwerte:

A+4)+4=0
Mp = 2%y -4=> A=d,=-2

Hier ist eine doppelte Nullstelle vorhanden. Bei der homogenen Lésung muf3 ein x spendiert werden, damit bei
einer DGL 2. Ordnung zwei I ntegrationskonstanten vorhanden sind:

Yn = C* €% + G xFe™ = €%(Cy + 0X)

B. spezielle Ldsung:
Normal miifite hier wegen der Anregung 10*e> der Ansatz y.* = a*e? erfolgen. Dieser ist aber schon in der
homogenen Lésung enthalten. Auchy, ™ = b*x*eX ist schon in der homogenen Lésung enthalten. Also noch ein

X spendieren:
yS - b*XZ*e-Zx
Yo = bre (-2x* + 2X)

ys// = bxe 2(+4x?% - 4x - 4x + 2) = bxe X4x? - 8x + 2)

yl + 4y’ + 4y, = 10e >

b e [(4X2 - 8X + 2) + 4% (-2 + 2X) + 4* ()] = 106>
b*e?[4x? - 8x + 2 - 8x? + 8x + 4x? = 10e*

b*2=10

Y, = Bx* g

C. Gesamtlésung:

D. Anfangsbedingung auswerten:

E. Probe:

Studenten: 3 Aufgaben

Verson 1.1

22. Dezember 2000

= b=5

Y = Yo+ ¥s= €% (Cy + CX) + 5x*e™

y = €%(5x* + cX + Cy)

y' = e(-10x? - 2¢,X - 2¢, + 10X + Cy)

y(x=0)=¢c, =7 => =7

y(x=0) =-2¢,+c=0 => C,=+2c, = +14
y = e>(5x* + 14x + 7)

y=eX(5x2+ 14x + 7)

y' = €(-10x? - 28X - 14 + 10x + 14) = e*(-10x? - 18x)

y" = €(+20x? + 36x - 20x - 18) = €%(20x? + 16x - 18)

y' + 4y + 4y = 10e*

e2[(20x2 + 16X - 18) + 4(-10x? - 18X) + 4*(5x* + 14x + 7)] = 10e*
e2[20x% + 16x - 18 - 40x? - 72x + 20x*>+ 56x + 28 - 10] =0

y(x=0)=0
X(x=0) =7

=> 0K

=> 0K
=> 0K
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10.7.3. Lineare DGLn n-ter Ordnung mit konstanten K oeffizienten

Fur die Behandlung von linearen DGLnN n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten soll die Erfahrung der
beiden vorhergehenden Kapitd (DGL 1. + 2. Ordnung) genutzt werden. Wie bei erster und zweiter Ordnung
muli3 auch bei der Lésung von DGLN n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten die folgende Reihenfolge
eingehalten werden.

A. homogene L sung y,,(x) bestimmen

B. spezielle Ldsung y(x) bestimmen

C. Beide L 6sungen addieren

D. Anfangsbedingungen auswerten

E. Probe

Die allgemeinen Form der linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten lautet:

Y' A YT eyt F &Y Aty + gty = (X)

Die einzelnen Abschnitte A bis E der Lésung der obigen DGL werden im folgenden vorgestellt.

A. homogene L 6sung
Fur die homogene DGL n-ter Ordnung
(n-1)/

n’ " / /
Yh t&4-1*Yh o ayn *ayxy, tagky, t+ agry, = 0

erfolgt der Losungsansatz:

AX A X ApaX A X
Y(X) = c,xe™ + C, ke + L. +C,_¥€ "+ c xe’"

Die obere Ldsung ist bel einer DGL n-ter Ordnung vollsténdig da n - frei wahlbare Integrationskonstanten
vorhanden sind. Diec; sind aus den Rand- bzw. Anfangsbedingungen zu bestimmen. Die A; sind durch Einsetzen
in die homogene DGL zu bestimmen. Dabei reicht eseinen Term ¢*e™ in die DGL einzusetzen. Der Ansatz y(x)
wird n-mal differenziert:

y= o* g
Y= A cre
y'= A cre
yr= 2% cre

y(n-l)l: An-l* c* e?nx
yn-: An* c* eﬂx

und in die homogene DGL eingesetzt:

XA + 3 AT+ a*A’+arA’+a*d +3a] =0

Verson 1.1 22. Dezember 2000
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Die obere Gleichung mui3 fir alle x-Werte erflllt sein, diesesist nur der Fall, wenn die obere eckige Klammer
Null wird, damit ergibt sich das charakteristische Polynomin A:

AN+ g AT+ L a*Ai+arAl+arA+3=0

Ausder DGL &%t sich sofort das charakteristische Polynom angeben. Dieses braucht nicht mehr durch Ansatz,
Differenzieren und Einsetzen in die homogene DGL ermittelt werden. Die n Nullstellen des charakteristischen
Polynoms sind zu bestimmen. Die A; werden Eigenwerte genannt. Die Art der Nullstellen kénnen nun ver-
schieden sein:

- einfach redl|

- mehrfach red|

- konjungiert komplex

- mehrfach konjungiert komplex

- Kombination der oben vier genannten Nullstellen

Fur jede Nullstelle erfolgt der Ansatz einer Teilldsung mit einer Integrationskonstante. Ausnahme: Die kon-
jungiert komplexe Nullstelle wird zusammengefaldt und auch die Mehrfachlésungen. Der Ansatz einer kon-

jungiert komplexen Nullstellewurde anhand der DGL 2. Ordnungin Abschnitt 10.7.2 erlautert. Ebenfallsin Kap.
10.7.2 wurde aufgezeigt, dal? pro Mehrfachlésung ein x multiplikativ spendiert werden muf3.

Ansatz der homogenen Telllésungen (T = Teillésung)

Ansatz fUr eine einfach reelle Nullstelle:
Yor = Ci*ekix

Ansatz fUr eine n-fach reelle Nullstelle:

A=azxjb 2 Lésungen

Yir = €7c,cos(bx) + c,sn(bx)]

Ansatz fir eine n-fach konjungiert komplexe Nullstelle:
rM=axjb 2n-Lésungen
Yir = €71(c, + ex + .. ox"Heos(bxX) + (d, + dx + ..d X" e sn(bx)]
Die gesamte homogene L 6sung ergibt sich ausder Addition der zu den Nullstellen gehdrenden Teilldsungen. Die
DGL n-ter Ordnung muf n Integrationskonstanten enthal ten.
Beigpidl:
Ein charakteristisches Polynom 12-ter Ordnung weist die folgenden Nullstellen (Eigenwerte) auf:
A =-4 Ayz=-3 Ause=-5 Arg=-2%j7 Ag101112 = -89
Fur die homogene Losung erfolgt der Ansatz:
Yot = cxe ™+ e ¥(c, + cX) + e7¥(c, + CX + Cx?)

+ €72[c,*cos(7x) + Cz#sin(7X)] + e F{(cy + €, X) *CoS(9X) + (Cyy + C1X) *SIN(IX)]
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Beigpidl: (Stundenten)
gegeben )\41 = '5 )\42134 = '2 )\‘5,6 = '3 i J4 )\‘7,8 = '6 i J?
gesucht: Yn(X)

B. spezielle Losung:

Die spezielle LOsung wird auch partikulére L 6sung genannt. Je nach Anregung f(x) erfolgt ein Ansatz
fur die spezidle Losung V..

Die Bestimmung der spezidlen Losung wurde in Abschnitt 10.7.1 anhand von DGLn 1. Ordnung ausfihrlich
diskutiert. Der Unterschied zur Bestimmung der speziellen Lésung von DGLN n-ter Ordnung besteht darin, daf3
der Ansatz fur y, n mal differenziert werden mu3. Die Ergebnisse der folgenden Tabelle sind aus Kap. 10.7.1

Ubernommen.

Ansatz fur die Wahl der speziellen L ésung

Anregung spezielle Ldsung
f(x) Ys(X)

8 by

X b, + byx

ax? by + bx + bx?

8+ ax +ax2+ .. ax"

b + bx + bx? + ... bx"

ax" by + byx + bx%+ ... b.x"
a,*sin(ax) b,*sin(ax) + b,* cos(ax)

a,* cos(ax) b,*sin(ax) + b,* cos(ax)
a,*sin(ax) + a* cos(ax) b,*sin(ax) + b,* cos(ax)

a e by* €™

€™(q + aX + ax? + ... ax") e™(by + bx + bx? + ...b.x"
f1(x) Y1

f(X) 12

f(x) = f(x) + f(x) Ys = Ya t Vo

Die Bestimmung der Konstanten b, erfolgt durch Bilden der n Ableitungen und Einsetzen in die Original-DGL.

Besteht die Anregung f(x) aus einer Summe von Funktionen kann die spezielle Losung einer Anregung enzeln
untersucht werden. Spater miissen die TeillGsungen der einzelnen Anregungen addiert werden.

Ist der Ansatz zuféllig schon als Teil der homogenen Lésung vorhanden, muf3 der Ansatz y, solange mit x
multipliziert werden, bis dieser keine Tellmenge der homogenen Lésung mehr enthélt.

C. Beide L 6sungen addieren:
Die homogene(aus Punkt A) und die spezidle Losung (aus Punkt B) werden addiert. Die spezielle Losung ist
schon eindeutig. Die Bestimmung der n Konstanten der homogenen Ldsung wird unter Punkt D erléutert.
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Y(X) = ¥ () + y(x)
D. Anfangs- oder Randbedingungen auswerten:

Bei ortsabhéngigen DGLn (Orts-Koordinate ist unabhangig) ergeben sich meistens Randbedingungen. Bei

zeitabhangigen DGLnN n-ter Ordnung (hier x2t) werden in der Regel n Anfangsbedingungen benétigt. Dafir
werden die 0. bis (n-1)-ten Ableitung bel meist x = 0 oder auch x = a vorgegeben.

y(x=a) = g,

Y(x=8) = g,

mesa=0
y"?(x=8) = guy
y™V(x=a) = g,

Die Gesamtldsung aus Punkt C muli3 (n-1) mal differenziert werden. Den Wert x = ain n Gleichungen einsetzen,
ergibt ein lineares Gleichungssystem n-ter Ordnung fir n Koeffizienten.

10.6.3.E. Probe:

Well die Berechnung sehr rechenintensiv ist, sind Fehler nicht auszuschlief3en. Eine Probe ist dringend zu
empfehlen. Dazu die Lsung n mal ableiten und in die gegebene DGL einsetzen. Auch die n Anfangsbedingun-
gen missen Uberpriift werden.

Aufgabe(n):
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10.8. DGL -Systeme

Beim Aufstellen von linearen DGLN n-ter Ordnung erh@lt man in der Regel ein System von n verkoppelten DGLnN
1. Ordnung mit n abhéngigen Variablen. Zur analytischen Losung missen diese in eine DGL n-ter Ordnung
Uberfihrt werden, siehe Kap. 10.6, Beispidl 2. Die umgekehrte Richtung der Umformung ist zur numerischen
Ldsung (siehe Kap. 10.9) notwendig. Beide Richtungen der Umformung sollen in den néchsten zwel Abschnitten
vorgestel It werden.

10.8.1. Umformung von DGLn n-ter Ordnung nach n DGLn 1. Ordnung

Zur numerischen Ldsung von linearen DGLN und insbesondere von nichtlinearen DGLn ist die DGL n-ter
Ordnung in ein System von n DGLnN erster Ordnung umzuwandeln. Diese Umformung soll am Beispiel der
allgemeinen linearen DGL 4. Ordnung mit konstanten Koeffizienten vorgestellt werden:

y" +ay"+ ay'+ ay, + ay = f(x)

Zur Umformung werden bei einer DGL n. Ordnung n abhéngige Variable bendtigt. Bei der DGL 4. Ordnung
missen 4 abhangige Variable y;...y, gefunden werden. Diese Richtung der Umformung ist mehrdeutig. In der
Regel wirdy als erste Variable gewdhlt und die (n-1) ersten Ableitungen alsrestliche Variable:

Yi=Yy

Yo=Y

Ys=Yy"

Ya=y"

Auler den oben nun schon definierten 4 Variablen werden zusétzlich noch 4 DGLn 1. Ordnung benétigt, das
Aufstdlen der DGLN geschieht anhand der folgenden Tabelle:

bekannt aus obiger De- differenzieren der linken | Vergleich mit linker Ergebnis
finition Gleichungen Spalte
1=y Vi =y vi=y =Y Vi = Yo
Vo= Ly Il I

Y2 =Y Y2 =Y Y3 Y2 = Y3
Y= y" oy [/ [

Ys =Y Ys =Y Ya Y3 = Va
Vo= y" yzi _ y//// yzi _ y//// yzi _ y////

Dierechte Spalte der oberen Tabelle enthélt schon 3 DGLN mit den definierten Variablen y,...y, .y muR noch
als Funktion von vy;...y, ausgedriickt werden. Dazu wird die gegebene DGL nachy " aufgel 6st:

y" o= - ay"-ay'- ay - ay + f(x)
Dierechte Seite wird durch die definierten Variablen y,...y, ersetzt:
Va =~ 8V, ~ 8*Y5 ~ Y, — agry; + f(X)

Damit ergibt sich das gesuchte DGL-System von 4 DGLn erster Ordnung:

Y1/ =Y,
y2/ =Y
yg =Y,
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122 10. Gewohnliche Differentialgleichungen
/
Ya = —agty, —ayxy; —apry, — agxy; + f(X)

Die oberen Gleichungen lassen sich zu einer Matrix-Schreibwei se zusasmmenfassen:

/
Yoo ()" (o 1 o o Yy 0
I N 0o 0 1 of |wn |o
y = = = * +
y?: Ys 0O O 0 1 Ys 0
g b Ta e el ()
y = Asy +1(X)

Die oberen Matrizen und Vektoren wei sen folgende Elemente auf:

/

Y Vi 0 1 0 0 0
| _ | < |00 10 oo
AN W 1o o o0 2 -,

y Y, 8 a 8, a4 ()

4

Die Umformung von einer DGL n-ter Ordnung nach n DGL 1. Ordnung ist auch fir nichtlineare Systeme
moglich und Ublich. Die Matrix-Schreibweiseist dagegen fur nichtlineare Systeme nicht diblich. Ausdem oberen
Beispiel kann das Schema der Umformung einer DGL n-ter Ordnung angegeben werden.
Schema: Umformung DGL n-ter Ordnung nach n DGLn 1. Ordnung
Gegeben ist die nach y" umgeformte DGL n-ter Ordnung:

Yy s Xy, Y,y Ly y 0D

Umgeformt wird in das folgende DGL-System von n DGL n 1. Ordnung:

Yi = Y,
yz/ = Y3

/

Y3 = Y,
yr<—2 = yn/—l
yr<—1 =Y

yrq = f(X, yl’ y2, y3 ...... yn_]_: yn)

Die Ableitungen der gegebenen DGL werden ersetzt durch:
Y=Y
y' =Y,

"no_ Y,

Verson 1.1 22. Dezember 2000



Beigpidl 1: (linear)
gegeben: y" + 2y" + 4y' + 3y = 5sin(x)
Umformung:  y" =-2y" -4y - 3y + 5*sin(x)

Definition und Ableitung der Variablen: vy, ,y,undy;,

yi=y yi =y =Y,
.=y v =y =y,
Ya=y" y; _ y///

10.8. DGL-Systeme

123

Kommentar: Bei der oberen Umformung wurde nicht das Schema angewandt, sondern die linke Spalte
wurde einmal differenziert. Die Ableitungen von y wurden danach durch die definierten
Variableny, undy, ersetzt. Diefett markierten Gle chungen ergeben mit umgeformter gegebe-
ner DGLnN das folgende System von 3 DGLn 1. Ordnung. Die Wertey, y', y" werden in der

DGL durchy,, V,, Y, ersetzt:

L ésung: i = Y,
YZ/ =Y
ys = - 2y5 - 4y, - 3y, + 5€n(X)

. L ,
Matrixschreibwei se; Y, 0 1 0 Yy 0
Yol =1 0 O 1] *]|Y| + 0
Ys -3 4 -2 Ys 5sin(x)
Beispid 2: (nichtlinear)
gegeben: YUYy = e
=X _ g/ / X /
Umformung: y” =X Y= _ € ¥
y /X y’ X
Ansatz: yi=y vi =y = Y,
Y=Y Y =y =y,
Ya=y" v =y =y,
Ya=y" Vo = y"
L 6sung: y1/ =Y,
Y1
/
Yo = VY3 P Y>
y = fx )
/ 3
Y3 = Yy
Ya
vl - e’ ¥
-8 2
Y3 X
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Studenten: Aufgaben 10.8.1a, 10.8.2¢c
10.8.2. Umformungvon n DGLn 1. Ordnung zu einer DGL n-ter Ordnung

Beim Aufstellen von DGLn (Auswertung physikalischer Gleichungen) erhélt man meistens ein System von n
DGLn erster Ordnung. Diese kénnen dann zu einer DGL n-ter Ordnung umgeformt werden. Typisches Anwen-
dungsbeispid ware hier das Aufstellen der DGLn in eéinem Netzwerk mit Induktivitdten und Kondensatoren
(sehe Kap. 10.6, Beispid 2).

Vorgehensweise:

Gesucht ist die DGL einer Variablen, dazu miissen durch Einsetzen und Differenzieren die DGLn der anderen
Variablen diminiert werden.

Beispiel 1:

DasAufgtellen der DGL N eines Netzwerkesmit einem Kondensator und einer Induktivitét ergibt bei Ersetzen von
i und u durch y; undy.:

axy) 3,y Y, = 1(X) )

Y - gy, — @<y, = 0 )

Nun kann entweder y, oder y, eliminiert werden. Die zweite Gleichung kann nur nach y; aufgel 6st werden, weil
Y, und y,' vorhanden sind. Ebenso kann die erste Gleichung nur nach y, aufgel6st, weil y, in nullter und erster
Ableitung vorhanden ist. Entscheidung: Es wird Yy, eiminiert. Dieses ergibt eine DGL fir y,. Dazu wird
Gleichung (1) nach y, aufgel6st:

Y, = 09 — axy, - 2y, (1.2)
Dain Gleichung (2) auch y,' enthalten ist, wird Gleichung (1.2) differenziert:

Y, = F(%) - agryy - ayeyy (1.3)

Gleichung (1.2) und (1.3) wird in (2) eingesetzt:
y, - 85 [f(x) - ayy, - a+yy] - a, [f'() - a+y; - a+y,] = 0
agrapry; +(@gra, +agray; + (L agra) y, = agHf(X) + a, (%)

Esergibt sich, wie erwartet eine DGL 2. Ordnung.
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Beispiel 2;

Das folgende Beispiel basiert auf einem Netzwerk mit drei Zweigen, zwel Knoten, zwel Kapazitéten und einer
Induktivitét. Drei Energiespeicher bewirken eine DGL 3. Ordnung.

gegeben: Yy tagky; ty, = f(X) )
Yo - Y3 = 0 )
Vi@, Y; = 0 3)
gesucht: DGL iny,

DadieDGL 3. Ordnung iny,; gesucht ist, miissen nacheinander y, und y; eliminiert werden. Die Reihenfolgeist
egal. Hier wird entschieden: Erst soll y, und danach y; ersetzt werden. Dazu wird Gleichung (2) nach y,aufgel ost

und differenziert:
Yo = 8V (2.1)

Yo = arys 22
Einsetzen von(2.1) und (2.2) in (1) und (3) ergibt:
Vi a+y; + 3%y = f(X) (L)

Y1 -~ 8g*ay+ys ~ Y3 = 0 3.1)

ys kann nur aus (1.1) eliminiert werden, weil (3.1) die 0. und 2. Ableitung von y, enthalt und somit kann (3.1)
nicht nach y; aufgel 6st werden. Darum wird die Gleichung (1.1) nach y;' aufge Ost:

f(X) ~y, —a,*y;
y?:: () -~y —a*y, (12)

&

Da aber y; in (1.2) nicht vorhanden ist, aber in (3.1), muf3 (3.1) differenziert werden:

/

Yi - 8gxayryy - Yy = 0 3.2)

Aus (1.2) ergibt sich durch zweimaliges Differenzieren:

f// s i
y3/// _ ® -y1 -y (13)

&

Die Gleichungen (1.2) und (1.3) werden in (3.2) eingesetzt:

P00 - yr —aryr 0 - vy - &y
2 2

Y, - ay+a, -0

Durch Umformung ergibt sich, wie erwartet, eine DGL 3. Ordnung:
" no® N " f(x)

aragryp (gt yy v =y r = = gt i(x) - =

2 2 2

Auch nichtlineare DGLn lassen sich auf diese Weise umformen.

Verson 1.1 22. Dezember 2000



126 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

10.9. Numerische L 6sunqg

Bei viden DGLn ist es unmdglich oder sehr aufwendig eine analytische Lésung zu finden. Bei den meisten
nichtlinearen DGLn findet man keine analytische Losung. Der Ausweg ist hier - wie bel den nicht |6sbaren
Integralen - die numerische Behandlung des Problems. Bei der analytischen Lésung wurden in der Regel
Anfangswertaufgaben gerechnet. Dort bestand kein grof3er Unterschied zwischen Anfangs- und Randwertauf-
gaben. Bel der numerischen Lésung von DGLn muf3 unterschieden werden zwischen Anfangs- und Randwertauf-
gaben. In diesem Abschnitt 10.9 sollen nur Anfangswertaufgaben behandelt werden. Wie bel der numerischen
Losung von Integralen gibt es auch hier verschiedene Methoden, die sich in der Gite unterscheiden. Die
numerischen Methoden sollen anhand von DGLn 1. Ordnung erlautert werden und danach auf DGLn n-ter
Ordnung erweitert.

10.9.1. Streckenzugverfahren nach Euler (Rechteckregel)

10.9.1.1. Rechteckregel fur DGL 1. Ordnung

Die allgemeine DGL 1. Ordnung 183 sich angeben in der Form:

y =f(xy)

Es soll keine Lésungsfunktion y = f(x) berechnet werden, sondern nur y-Werte an bestimmten (Fachausdruck:
diskreten) x-Werten. Am verbreitesten sind Verfahren, wo die x-Werte aquidistant sind, d.h. gleichen Abstand
haben. Der Abstand der x-Werte voneinander wird

h - Schrittweite

genannt. Begonnen wird mit (X,, Vo). AnschliefRend wird fur den néchsten x-Wert immer die Schrittweite h
addiert:

X;=X,+h

X, =X, +h=x,+2h

X=X, +h=x;+2h=x+3h

X =X +h

Die Bestimmung der diskreten x-Werte ist somit relativ einfach. Zur Erlauterung des Verfahrens der y-Werte-
Berechnung ist die exakte Lésung in Bild MA1091A dargestdlt. Bildet man die Tangente im Punkt (X,, Yo),
erhélt man bei x, den Wert y,q.nea. Da die Tangente eine Naherung der exakten Lésungsfunktion ist, stellt auch
der Wert i penieck € N€ N8herung des exakten Wertes yiq,., dar.

Bild MA1091A
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AusKap. 5 (MA 1) ist die Definition des Differenzenquotienten bekannt, angewandt auf den Punkt (x,, Y,) ergibt
sich:

% = y'(%)
Mit

Ax=h
und

Y1=Yo t Ay

kann der Wert y, berechnet werden:
Y1= Yo+ h*Y(Xo)

Der Wert y' kann aus der gegebenen DGL bestimmt werden, somit ergibt sich:
Y1 = Yo+ h*Y (Xo,Yo)

Dieses 183t sich auch fur den néchsten Bereich berechnen in dem der Index um 1 erhoht wird
Yo=Yy + h*f(x,y,)

oder in algemeiner Form:

Yier = ¥ + h*F(xy) =y + h*y' (X,y)

Anstatt der exakten Lésung ergibt sich ein Streckenzug, siehe Bild MA1091B.

Im Bereich zwischen x; bis x; + h wird y als Konstante angenommen, deswegen der Name Rechteckrege .

f y
exakte Losung
Streckenzug
YoT
Yit
Yo+
% x
Xo Xg X, X3

F—h—+—h —+—h—

Bild MA1091B

Man sieht aus der Skizze, dal? dieses Verfahren nicht sehr genau ist. Bessere Methoden werden noch vorgestellt.
DasPrinzipist aber hier sehr gut erkennbar. Bevor die besseren Verfahren vorgestellt werden, soll die Rechteck-
regel anhand von Beispielen vertieft werden.
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Beigpidl 1:
gegeben: DGL: y +0.5y = x
Anfangswert: Vo= 4
Schritte: 2
Methode: numerisch, Rechteckregel
analytische Losung: y = 8*e0% + 2x - 4
gesucht: y(x=0.8)
L 6sung:
Schrittweite: h-08_ 94

DGL nach y umgestdlIt: y' =-0.5y + x

Schritt O: (Anfangswerte)
Xo=0

Yo=4

Schritt 1.
X; =% +h=0+04=04
Y1 = Yo+ h*Y'(Xo, Yo) = Yo + h*(-0.5%y, + Xo) =4 + 0.4*(-0.5*4 + 0) = 3.2

=> Y1 =Y(X =X, =04) =32

Schritt 2:

X, =X, +h=04+04=0.8

Vo = Y1 + h*y'(X,, y1) =y, + h*(-0.5*y, + X;) = 3.2 + 0.4*(-0.5*3.2+ 0.4) = 2.72

=> Yo =y(X =%, =0.8) =272

Ergebnis: y(x =0.8) =2.72

Fehler: Y(0.8) - Yorax = 2.72 - 2.962560 = -0.243

Verson 1.1 22. Dezember 2000
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y +0.5y = x
Yo=4
4

numerisch, Rechteckregel
y: 8*e-0.5x + 2X _ 4

Beigpiel 2: (Studenten)
gegeben: DGL:
Anfangswert:
Schritte:
Methode:
analytische Lésung:
gesucht: y(x=0.8)
Ergebnis:
Schritt  x y
0 0 4.0000
1 0.2 3.6000
2 0.4 3.2800
3 0.6 3.0320
4 0.8 2.8488
Fehler: Y(0.8) - Yoae = 2.8488 - 2.962560 = -0.114

Verson 1.1
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10.9.1.2. Rechtregel fir DGLn héherer Ordnung

Diein Abschnitt 10.9.1.1 beschriebe Rechteckregel kann in der angegebenen Form nur fir DGLN 1. Ordnung
angewandt werden, weil sich der néchste diskrete y-Wert aus der Steigung und der Schrittweite ergibt. Zur
Berechnung der Steigungwurdedie DGL nach y' aufgel 6st. Bei einer DGL héherer Ordnung macht dieseskeinen
Sinn, weil y' dann von héheren Ableitungen abhéngig ist. Ein Ausweg ist diein Kap. 10.8.1 erlauterte Umfor-
mung zu einem System von DGLn 1. Ordnung. Die DGL n-ter Ordnung nach y" aufgel 6st:

y" =ty YLy ey @)

wird mit
Y=W¥
Y=Y,
Y'=Ys
Uberfiihrt in das System von n DGLn 1. Ordnung:
Y1/ =Y,
Y2/ =Y
Y3/ = Ya
yr<—1 = Y

Yo = T Y0 Yor Yo oY)
Die Rechteckregel fir eine DGL 1. Ordnung lautet:
Yiur = Y1+ BY (X, ¥)
Dain diesem Abschnitt mehrerey, vorhanden sind, wird der i-te Wert in Klammer gesetzt:
y(i+1) = y(i) + h*y'[x(i), y(i)] i entspricht der Schrittzahl
Wendet man die Rechteckregel n mal an, erhélt man:
yi(i+1) = yu(i) +h*y,

YA(i+1) = y(i) +h*y,
ya(i+1) = ys(i) +h*y,

Yoa(i+1) =Yna(i) + h*y,
Ya(i+1) = yo(i) + h*fx;, ya(i), (i), Ya(i), --¥a(i)]
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Beispiel 1:
gegeben: DGL: y" +4y + 13y = 40cos(x)
Anfangsbedingung: Yo=5 Yo =0
Hinweis: analytische Lésung in Beispid 2, Kap. 10.7.2
analytische Lésung: y(X) = €*[2cos(3x) + sin(3x)] + 3cos(x) + sin(x)
L 6sungsmethode: numerisch, Streckenzug
Schritte: 2
gesucht: y(x=0.4)
L dsung:
Schrittweite: h = 0=24 = 0.2
DGL nach y" umgestdl|t: y"' =-4y" - 13y + 40cos(x)
y und die Ableitungen von y ersetzen: Vi=Y Yo=Y
DGL System aufstellen: Vi'=Y,
Y2 = -4*y, - 13*y, + 40* cog(x)
Nach der Recheckregel umformen: vi(i+1) = vy (i) + h*y,(i)
Ya(i+1) = yo(i) + h*[-4%y,(i) - 13*y,(i) + 40* cos(X,)]
Schritt O: (Anfangswerte)
Xo=0
¥1(0) =¥o=5
Y2(0)=Yo =0
Schritt 1

X, =X+h=0+0.2=0.2
yi(1) =y1(0) + h*y,(0) =5+ h*0=5
¥2(1) = y,(0) + h*[-4*y,(0) -13*y,(0) + 40*cos(xg)] = 0 + 0.2[-4*0 - 13*5 + 40*cos(0)] = -5.0000

Schritt 2:

X, =X, +h=02+02=04

vi(2) = yi(1) + h*y,(1) = 5+ 0.2*(-5) = 4.0000

Va(2) = y,(1) + h*[-4*y,(1) -13*y,(1) + 40*cos(x,)] = -5 + 0.2[-4*(-5) - 13*5 + 40* cos(0.2)] = -6.1595

Ergebnis: vi(2) =4.0 y(x=0.4)=4.0 Yead(X=0.4) = 3.897029

Fehler: Y(X=0.4) - Youe(x=0.4) = 4.0 - 3.89703 = 0.10297
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Beigpiel 2: (Studenten)
gegeben: DGL: y" +4y + 13y = 40cos(x)
Anfangsbedingung: Yo=5 Yo =0
analytische Lésung: y(X) = €*[2cos(3x) + sin(3x)] + 3cos(x) + sin(x)
L 6sungsmethode: numerisch, Streckenzug
Schritte: 4
Hinweis: analytische Lésung in Beispid 2, Kap. 10.7.2
gesucht: y(x=0.4)
Ergebnis:
Schritt  x y
0 0 5
1 0.1 5
2 0.2 4.75
3 0.3 4.348
4 0.4 3.88133

y(x = 0.4) = 3.8813

Fehler: Y(x=0.4) - You(x=0.4) = 3.88133 - 3.89703 = -0.0157

10.9.2. Verbesserte Verfahren

Die Rechteckregd ist sehr anschaulich und schnell programmierbar, aber nicht sehr genau. Es gibt bessere
Verfahren, z. B.:

- Trapezrege

- Simpsonregel

- diverse andere

- Runge-K utta-Verfahren

Bei der Rechteck-Regd (y-Wert konstant) wurde mit konstanter Steigung im Intervall zwischen x; und X,
gerechnet. Bei den verbesserten Verfahren wird die Steigung mehrfach ausgewertet. Eine Art gewichteter
Mittedwert der Steigung ist das Prinzip der verbesserten Verfahren.

Prinzip der Trapez-Regel:

Nach der Rechteck-Regel wird die Steigung im Punkt (x;, y;) berechnet. Mit dieser Steigung wird der Wert y,,, wie
bei der Rechteck-Regel berechnet. Mit der Steigung im Punkt (.4, Vi.1) kann der Mittelwert der Steigung im
Intervall x; bisx;,, bestimmt werden. Mit dem Mittelwert der Steigung wird danach der neue y-Wert abgeschétzt.

yi = f04 ) Steigung bei (x;, )

Ya = Y + h*yi/ Naherung 1. Ordnung fur y(X;.,)

yi/+1 = X, VAl Steigung bei (X1, Yiea)

Ye =Y * h*yi/+1 Naherung mit Steigung an rechter Seite
+

nachsten y-Wert bilden: Vig = Vi Y 5 Ye
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10.9.3. Runge-K utta-Verfahren

Zum schnellen Erkennen des Verhalten eines Kurvenverlaufswahlt man sicher die Rechteckregel. Das Standard-
verfahren zur numerischen Berechnung von DGLn ist das Runge-K utta-Verfahren. Es gibt verschiedene
Runge-Kutta-Verfahren. Standard ist das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung. Auf die theoretische Ableitung
wird hier verzichtet, nur das Schema soll angegeben werden. 4. Ordnung heif3t, daid der Fehler mit der 4. Potenz
der Schrittweite zurlickgeht, bel der Rechteck-Rege linear (1. Ordnung, Fehler proportional der Schrittweite) und
bei der Trapezregel quadratisch (2. Ordnung, Fehler quadratisch zur Schrittweite).

Prinzip des Runge-Kutta-Verfahrensist, dal3 ein aus vier Werten gewichteter Mittelwert der Steigung gebildet
wird. Dazu werden vier verschiedene k-Werte (k;, k2, ks, k4) berechnet, wobei jeweils verschiedene x und
y-Werte eingesetzt werden.

Konvention der Schreibweise

Dadas Runge-Kutta Verfahren fur jeden Schritt, vier Teilschritte vorsieht, wird eine Konvention vereinbart der
Nummerierung der Schritte und der Teilschritte.

Die Nummer eines Schritteserfolgt in Klammern auf gleicher Ebene, alsbei der Variablen. Beispid:

x(i) = X X-Wert an der linken Intervall-Grenze
X(i+l) = X X-Wert an der rechten Intervall-Grenze
y(i) =V y-Wert an der linken Intervall-Grenze
V(i+l) = Vi y-Wert an der rechten Intervall-Grenze

Zur Unterscheidung wird die Nummer eines Teilschrittesin Klammern hochgesetzt. Beispiel:
x®@ - x-Wert des 3. Teilschrittes

y(2) -

k® - k-Wert des 3. Teilschrittes

y-Wert des 2. Teilschrittes

10.9.3.1. Runge-Kutta-Verfahren fir DGL 1. Ordnung

Schema fur einen Runge-K utta-Schritt

gegebene DGL: y =f(x.y)
Anfangswerte: x(), y(i)
Verfahren: KO = h*f[(x0, y9] j=1.4 4 Teilschritte
j X0 = Yo = KO =
1| x¥=x() ¥ = y() K? = hey (x, y)
2 | x@=x()+h/2 yA = y(i) + kW2 | k@ =h*y'(x@, y?)
3 | x9=x()+h/2 Yy =y(i) + k@2 | k& =h*y'(x9, y?)
4 | x=x@)+h | yo=y@)+k? | k9=hty(x?, y)

Verson 1.1

k = [k® +2K@ + 2k + k®]/6
x(i+1) = x(i) + h

y(i+1) = y(i) + k

22. Dezember 2000



134 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beispiel 1:
gegeben: DGL: y +0.5y = X
Anfangswert: Vo= 4
Schritte: 2
Methode: Runge-Kutta-Verfahren
analytische Lésung: y=8 e +2x-4 (nach Kap. 10.7.1)
gesucht: y(x=0.8)
L dsung:
Schrittweite: h = 08 _ 04

DGL nach y umgestdlt: y' =-0.5y + x

Schritt O: (Anfangswerte)
X=0 => x(0)=0

%=4 = y0=4

Schritt 1:

Teilschritt 1:  x® =x(0)=0

yW=y(0) =4
kY = hey (2, y) = h[-0.5%y® + x| = 0.4*[-05"4 + 0] =-0.8

Teilschritt 22 x@ =x(0) +h/2=0+0.4/2=0.2
y@ = y(0) + k®/2 =4+ (-0.8)/2 = 3.6
k@ = h*y-(X(Z), y(2)) = 0.4* [-0.5*y(2) + X(2)] =0.4* ['0.5*3.6 + 0.2] =-0.64

Teilschritt 3:  x® =x(0) +h/2=0+0.4/2=0.2
y = y(0) + k?/2 = 4 + (-0.64)/2 = 3.68
k(3) = h*y'(x(3), y(3)) =0.4* [-0.5*y(3) + X(3)] = 0.4* [_0.5* 3.68 + 0.2] =-0.656

Teilschritt 4 x® =x(0)+h=0+0.4=04
y¥ = y(0) + k® = 4 + (-0.656) = 3.344
K@ = h*y'(x¥, y¥) = 0.4*[-0.5*y® + x@] = 0.4*[-0.5*3.344 + 0.4] = -0.5088

Gesamtschritt 1

k=[k®+2k®@+ 2Kk + k¥)/6 = [-0.8 + 2*(-0.64) + 2*(-0.656) + (-0.5088)]/6 = -0.65013
X(1) =x(0)+h=0+04=04

y(1) = y(0) + k = 4 + (-0.65013) = 3.34987

=> y(x=0.4) = 3.34987
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Schritt 2:

Teilschritt 1:

Teilschritt 2:

Teilschritt 3:

Teilschritt 4:

Gesamtschritt 2:

10.9. Numerische Ldsung

x® =x(1)=0.4
y® =y(1) = 3.34987
K® = hry'(x®, y®) = h*[-0.5*y® + x®] = 0.4*[-0.5*3.34987 + 0.4] = -0.50997

x@ =x(1) + hi2= 0.4+ 0.4/2=0.6
y@ = y(1) + kW/2 = 3.34987 + (-0.50997)/2 = 3.09488
K@ = h*y'(x@, y@) = h*[-0.5*y@ + x@] = 0.4*[-0.5+3.09488 + 0.6] = -0.37898

x® =x(1) + hi2=0.4+0.4/2=06

¥y = y(1) + k@/2 = 3.34987 + (-0.37898)/2 = 3.16038

k@ = h*y'(x®, y) = h*[-0.5*y® + x@] = 0.4*[-0.5+3.16038 + 0.6] = -0.39208
x?® =x(1)+h=04+04=08

¥4 = y(1) + k® = 3.34987 + (-0.39208) = 2.95779

K@ = h*y'(x¥, y¥) = h*[-0.5%y + x@] = 0.4*[-0.5*2.95779 + 0.8] = -0.27156

k = [k + 2 k@ + 2 k® + k@]/6 = [-0.50997 + 2*(-0.37898) + 2*(-0.39208) + (-0.27156)] = -0.38727
X(2) =x(1)+h=04+0.4=0.8

y(2) = y(1) + k = 3.34987 + (-0.38727) = 2.96259

=> y(x=0.8) = 2.96259

Fehler:

Beispiel 2;

gegeben:

gesucht:

Ergebnis:

YX=0) - Yo = 2.9625942 - 2.9625604 = 0.0000336

(Studenten)
DGL: y +0.5y = x
Anfangswert: Vo=4
Tellschritte: 1
Methode: Runge-Kutta-Verfahren
analytische Lésung: y=8¢el+2x-4 (nach Kap. 10.7.1)
y(x=0.8)
k®=-16
k@ =-0.96
k® =-1.088
k® =-0.5248
k =-1.0368

y(x=0.8) = 2.963200

Fehler:

Verson 1.1

Y(X=0) - Yo = 2.963200 - 2.9625604 = 0.000640
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10.9.3.2. Runge-Kutta-Verfahren fur DGLn héherer Ordnung

Wie bel der Rechteck-Regel wird auch hier die DGL n-ter Ordnung umgeformt in ein System von n DGLh
1. Ordnung. Die DGL n-ter Ordnung nach y™ aufgel 6st:

vy =ty Y,y X ®D

wird mit
Y=w%
Y=Y,
Y' =Y,

Uberfuhrt in das System von n-DGL n 1. Ordnung (siehe Kap. 10.8.1):

Yi = Y,
Y2/ =Y
Y3/ =Y,
yr<—1 =Y

Yo = T Vi Yor Yo oY)

Das obere System kann in Vektor-Schreibwel se angeben werden:

y = F(xY)
mit
y1/ Y,
yZ/ Y3
y' = f(xy) -
Yn-1 Yn
y, f(% Y1, Yo Yare--Yi)

Auf die obere Vektor-DGL kann das Runge-Kutta-Verfahren in gleicher Weise angewandt werden alsbei DGLn
1. Ordnung auf y (siehe Abschnitt 10.9.3.1).
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Schema fir einen Runge-K utta-Schritt
gegeben: DGL: y = f(xy)
Anfangswerte:  x(i), y(i)
Verfahren: KO = h«f[(xO, y0] j=1..4 4 Teilschritte
i | x0= yo - KO
1 | x®=x() y® = ¥i) kY = hay (x©, y®)

2 [ x@=x@)+h2 | @ - i) k%2 | k@

h-y' (x, y)

3 | xX¥=x()+h/2 vO = ¥i) + kP2 | kP = hey' (x@, y©)

4 | x9=x()+h 7O - 50y k@ | k@

h-' (<9, y*9)

k = [k + 2@+ 29 + k™6

Wi+l = y(i) + k

Beigpidl 1:

gegeben: DGL:
Anfangsbedingung
Hinweis:
analytische Lésung:
L 6sungsmethode:
Schritte:

gesucht: y(x=0.4)

L dsung:

Schrittweite:

DGL nach y" umgestdl|t:

y und die Ableitungen von y ersetzen:

DGL System aufstellen:

k-Werte angeben:

Schritt O:
x(0)=0

¥1(0) =¥o=5
yA0) =¥y =0

(Anfangswerte)

Verson 1.1 22. Dezember 2000

x(i+1) = x(i) + h

y" +4y' + 13y = 40cos(x)
Yo=9 Yo =0

analytische Lésung in Beispid 2, Kap. 10.7.2
y(X) = €*[2cos(3x) + sin(3x)] + 3cos(x) + sin(x)

numerisch, Runge-Kutta-Verfahren
2

0.4

h=—=02
2

y"' =-4y' - 13y + 40cos(X)

Yi=Yy Yo=Y
Yi' =Y,

Y2 = -4"y, - 13*y; + 40" cos(x)

ki =h*y,'= h*y,

ko = h*y,' = h*[-4*y, - 13*y, + 40* cos(x)]
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Schritt 1:
Teilschritt 1:

x® =x(0) =0
@)

R A(V)
ys) =y (0) = 0

k® - hsy{® - 0240 - 0

kY = h+[ -4y - 13y + 40+cos(x V)] = 0.2+[ 40 - 13%5 + 40+cos(0)] = -5

Tellschritt 2:

x@ =x(0) +h2=0+0.2/2=0.1

2 = yi(0) + k2 = 5+ 02 = 5

ys? = yy(0) + kP2 = 0+ (-5)2 = -25

k? - hsy® - 02+(-25) - 05

kP = ho[-4yf? - 13yP + 40xcos(x@)] = 0.2+[-4(-2.5) - 13%5 + 40+cos(0.1)] - -3.03997

Tellschritt 3:

x® =x(0) +h/2=0+0.22=0.1

y? = y(0) + kP12 = 5+ (-05)2 = 475

v = y,0) + kP12 = 0 + (-3.03997)/2 = -1.51998

k? = heys? = 0.2+(-151998) = -0.30400

K = ne[-ayf - 13y + 40+cos(xP)] = 0.2+[-4+(-1.51998) - 13+4.75 + 40+cos(0.1)] - -3.17398

Tellschritt 4:

x® =x(0)+h=0+02=0.2

v = y,0) + k? = 5+ (-3.0400) = 4.69600

ys? = y,0) + k¥ = 0+ (-3.17398) = -3.17398

ki = heyf? = 0.2+(-3.17398) = -0.63480

KD = ha[-4y? - 13y + 40xcos(x@)] = 0.2+[-4%(3.17398) - 13+4.69600 + 40+c0s(0.2)] - -1.82989

Gesamtschritt 1:

k, = [k + 2k@ + 2k + k)6 = -0.37380
k, = [k + 2k + 2k + k)6 = -3.20063

X(1) =x(0)+h=0.2
yi(1) = y4(0) + k, = 4.62620
yo(1) = y,(0) + k, = -3.20963

=  y(x=0.2) = 4.62620
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Schritt 2:

Teilschritt 1:

x® =x(1) =0.2

y® - y.1) - 46262

y& - y,(1) - -3.20963

k® - heyl? - -0.64193

k(l) _ h*[*4 (1)713 (] D) _

> y;" - 13y, + 40+cos(x V)] - -1.61989

Teilschritt 2:

x@ =x(1) + hi2=02+0.22=0.3

y? =y 1) + k2 = 430524

v = y,1) + k2 = -4.01957

kP - h+y$? - 080391

k2 = h+[-4yf? - 13yP + 40«cos(x@)] - -0.33527

Teilschritt 3:

x® =x(1)+h2=02+02/2=03

vy =y, ) + kP2 = 422424

v = y,1) + kK22 = -3.37727

k® - heyf® - -0.67545

kK = h«[-4ys? - 13y + 40xcos(x®)] = -0.63853

Teilschritt 4:

X9 =x(1) +h=02+02=04

vy -y + k® - 3.95075

ys? = y(1) + kY = -3.84816

kK - hsy! - 076963

kP = ha[-ay” - 13y + 40+cos(x¥)] = 0.17507

Gesamtschritt 2:

k= [k + 2k 2k + kP16 = -0.72838
ky = [ke? + 2k + 2 + k16 = -0.56540

X(2) =x(1) +h=04
y1(2) = yy(1) + k, = 3.89782
Yo(2) = yx(1) + k, = -3.77503

=  y(x=0.4) = 3.89782

Fehler: Y(x=0.4) - You(0.4)= 3.89782 - 3.89703 = 0.00079
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Beigpiel 2: (Studenten)

gegeben: DGL: y" +4y + 13y = 40cos(x)
Anfangsbedingung Yo=5 Yo =0
Hinweis: analytische Lésung in Beispid 2, Kap. 10.7.2
analytische Lésung: y(X) = €*[2cos(3x) + sin(3x)] + 3cos(x) + sin(x)
L 6sungsmethode: numerisch, Runge-Kutta-Verfahren
Schritte: 1

gesucht: y(x=0.4)

Ergebnis. kl(l) =0 kz(l) = -10
kK@ - 2 kP - 231893
k® - -0.46379 K - 326379
k¥ - -1.30551 K - -3.62027
k, =-1.03885 k, =-4.13245

=> y(x=0.4) = 3.96115

Fehler: Y(X=0.4) - You(0.4)= 3.96155 - 3.89703 = 0.06452
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10.9.4. Hinweise

10.9.4.1. Wahl des Verfahrens

Um die Lésungskurve einer DGL in etwa abzuschétzen ist das Streckenzugverfahren geeignet, weil der Rechen-
aufwand gering ist und die Programmierung einfach ist. Zum exakten Berechnen einer DGL ist das Runge-Kutta
Verfahren geeignet. Nachteil: hoher Rechen- und Programmieraufwand. Das Runge-Kutta-Verfahren ist fir
Online-Berechnungen wegen der héheren Rechenzeit nicht besonders geeignet. In Online-Simulationen wird
haufig die Trapezregel eingesetzt. Bel linearen Systemen kann mit Hilfe einer Transitionsmatrix der Zeitverlauf
auch exakt berechnet werden (siehe Kap. 11.9.2). Der Aufwand besteht hierbei eine Transitionsmatrix M+, zu
berechnen, mit Runge Kutta mdglich.

Y(i+1) = My*y(i) + M*f(x)

10.9.4.2. Wahl der Schrittweite

Dafir gibt es in der Literatur Berechnungshinweise. Praktischer Tip: Berechnung mit halber Schrittweite
durchzufuihren. Fallssichim Verlauf der Variablen keine signifikanten Anderungen ergeben, ist die Berechnung
asrichtig anzusehen (kein mathematischer Beweis).

Wird die Schrittweite sehr sehr klein, missen sehr sehr viele Additionen durchgefiihrt werden, dieses fiihrt zum
sogenannten Additionsfehler.

Die Schrittweite ist vom Typ der DGL und deren Zahlenwerten abhéngig. Bei den meisten DGLn darf die

Schrittweite mehrere Zehnerpotenzen Uberstreichen. Kleine Schrittweiten bedingen viee Schritte, dieses kostet
Rechenzeit.

10.9.4.3. Programmierung

Die numerischen Berechnungen der in diesem Kapitel 10.9 aufgezeigten Beispiele werden in der Praxis nicht
von Hand ausgefiihrt. Die Beispiele zeigen aber sehr gut die durchzufUhrenden Schritte, die in der Praxis mit
Hilfe eines Rechnersin Hochsprache programmiert werden. Dabel ist auf eine strukturierte Programmierung mit
Unterprogrammen und Modulen zu achten. Vidfach wird schon Software angeboten, wo dann nur noch die DGL
mit Anfangswerten eingegeben wird. Evtl. muf3 dabei nhoch die DGL n-ter Ordnung in ein System von DGLn 1.
Ordnung Gberflhrt werden.

10.9.4.4. Nichtlineare DGLn

In den Beispielen in diesem Abschnitt 10.9 wurden nur lineare DGLn numerisch behandelt, well dieberechneten
Werte mit der analytischen Losung verglichen werden sollten. Die Hauptanwendung fir numerische Lésungs-
methoden liegt auf den Gebiet der nichtlinearen DGLn, in der Regel héherer Ordnung, die meist analytisch nicht
|6sbar sind.
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142 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

10.10. L 6sung einer DGL mit Hilfe eines Rethenansatzes

Auch mit Hilfe eines geeigneten Reihenansatzes kann eine DGL geldst werden. Hier soll nur der Potenzreihen-
ansatz behandelt werden.

y=agy+aX+axitaxt ... Potenzreihenansatz
y = 3 ax Potenzreihenansatz
i-0

Prinzip des Verfahrens
Der Rethenansatz
Y=gy +aX+ax’+axt ...

wird n mal abgeleitet

y= axX + 28X + 33X + ......
y = 28, + 6aX% + .......
V=T

und in die gegebene DGL n-ter Ordnung eingesetzt:
FX, y,y...y") =0

Mit den Anfangs- oder Randbedingungen lassen sich die Koeffizienten a bestimmen. Am einfachsten ist dieses
am Beispid ersichtlich. Es gibt jeweils zwel Mdglichkeiten: Die Reihe al's Summenformel anzugeben oder die
Reihe aufzuzadhlen. Der Anfénger kommt besser mit der Aufzdhlung zu Recht. Um die K oeffizienten allgemein
zu bestimmen, sollte die Summenformel verwendet werden. Beide Methoden sollen jeweils an zwei Beispielen
aufgezeigt werden.
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10.10. Losung einer DGL mit Hilfe eines Relhenansatz 143
Beispiel 1:
gegeben: DGL: y +y=0
Anfangswert:  y(x=0) =1
analytische L dsung: y=¢e*

gesucht: Ldsung mittel s Rethenansatz

L dsung:
Potenzreihenansatz: y=a8 “+a*x +a*'x% +a*x®  +arxt+.
Differenzieren: Y =a +2a*x +3a*x? +4a7x® +..

Addition vony’ +y damit DGL erfullt ist:
Y +Y=0=(+a) + (a+2a)x + (& + 3a)x* + (a + 4a)x’ + ...

Die obere Gleichung ist nur dann fir alle x erflllt, wenn alle Koeffizienten der x-Potenzen (obere Klammeraus-

driicke) Null werden:

pt+ta=0 => & = -g

a+2a8=0 => a = -V

& +33%=0 => 8= -"33

% + 4a4 = 0 => a4 = _1/4%
Waére g, bekannt, kdnnten die anderen K oeffizienten rekursiv bestimmen werden. Der K oeffizient a, wird Uber die
Anfangsbedingung bestimmt:

y(x=0) =1=2

Damit lassen sich die anderen K oeffizienten bestimmen:

a = g = 1
1 1
a = ?3‘1*?
1 1
BT 3%
a4:7iagz=
4 24

Die Reihe als Lésung kann damit angegeben werden:

1
X) =1-X+ =X
y(x) "o

Verson 1.1
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144 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beispiel 2:

gegeben: DGL: y +2y=18
Anfangswert:  y(x=0)=0

analytische L dsung: y=9*(1-e%)

gesucht: Laésung mittel s Reithenansatz

L dsung:

y=a t+a*x +arx’ +arx® +arxt+ ..

y=a +2*X +3a*- + + ..
X2 4a4*x3

2y=2a, +2a*x + + +2a x4 + ...
2a,*x?  2a7*x3

y +2y-18=0

(8, + 28y - 18) + (28, + 2a,)X + (385 + 2a,)x? + (da, + 28)x* + ... =0
Anfangsbedinnung: y(x=0) =0 =g

K oeffizientenvergleich der x-Potenzen:

a+28,-18=0 => a=18-23,=18-2*0=18
2a,+23,=0 => a=-a=-18

3a,+28,=0 => &, = -%ha, = -%5(-18) = 12
4a,+2a,=0 => a=-Ya,=-¥%*12=-6

Ergebnis durch Einsetzen der g in den Relthenansatz:

y(X) = 18x - 18x* + 12x* - 6x* + .....
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Beispid 3:
gegeben:
analytische L 8sung:
gesucht:

L dsung:

=0
aut+ta-3=0
at+2a+6=0
a+3a-6=0
a+4a,+4=0

10.10. Lésung einer DGL mit Hilfe eines Rethenansatz

DGL: y +y=3e*
Anfangswert:  y(x=0)=0
y = 3(e* - €%)

Ldsung mittel s Rethenansatz

L2 (20, (20,

—3xe™® = -3|1 + (7]2-)()

2 6 24
-3*e*=-3 +6x -6x2 +4 -2xt 4+
y= & +afx  +arx® +arxd +arxt o+ ..
y = a +2a*x + + + ..
3a*x?  4arx3

y +y-3e*=0

(ag+a-3)+(ay+28,+6)X+ (8 +3a- 6)X° + (ag + 4a, + X3+ ...=0

(AusA.B)
=> a=-+3=-0+3=3
=> a&=%(-6- a)=Y%((-6-3)=-45
= a="5(6-a)=1(6+45)=35
= &, =Y(-4-a)=Y(-4-35)=-1.875

Ergebnis durch Einsetzen der g in den Reihenansatz:

y(x) = 3x - 4.5x% + 3.5x% - 1.875x* + .....
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146 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beispiel 4:
gegeben: DGL: y +y=0
Anfangswert:  y(x=0)=1
analytische L dsung: y=¢e*
gesucht: Ladsung mittels Reithenansatz al's Summenformel
L dsung:
y =2 a
i=0
y' =) ixax™t i-1=ki=k+1
i=1
y' = ) (kel)xa,,#x* k- i
k=0

y' = ) (i+1)+a,,
i=0
y +y=0
Z (i+1)*ai+1*Xi + z; a].*xi =0
i=0 i-

5 (02 ek -0

(i+Da.,+a=0 i=0..

. = *%

A.B. = =1

=0 => B~ 8 ¢ oo o
=1 => I
=2 = By = 8y =y - 22
=3 = as+1:a47*3i31:7T1/6
a - ()
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Beispid 5: (Ansatz ohne Summenformel)
gegeben: DGL: y=-y"
Anfangswerte: y(0) =1 y'(0)=0
analytische Lésung: y(X) = cos(x)
Potenzreihenansatz: Y=g+ aX+axi+axd+axt+axt+axt+ ...
L dsung:
y zwei mal ableiten: y' =g + 28X + 38.x° + 4a,x2 + Sagx* + 6ax° + ...
y' = 23, + 6agx + 12a,x? + 20ax® + 30ax* + .....
Anfangswerte auswerten: y(x=0) =1 => 8 =1 ausVergleich der Reihefiry
y'(x=0) =0 => a, =0 ausVeglechder Rehefiry'
in DGL einsetzen:
y+ty' =0
atax+taxi+ax+axt+ax®+axt+.. +2a,+ 6ax + 12a,x° + 20a:x% + 30ax* + ... = 0

DasPrinzip bei Potenzreihenansatz ist, daf3 nach Einsetzen in die DGL die K oeffizienten der x-Potenzen zu Null
werden, damit die DGL fur alle x erflllt ist. Somit erfolgt eine Sortierung nach x-Potenzen:

(80 + 2a) + (& + Bag)X + (& + 12a,)X” + (8 + 2085)X° + (8, + 3086)x* + .... = 0

Umdie DGL zu erflillen missen alle Klammerausdr ticke zu Null werden. Daraus|assen sich dann die K oeffizien-
ten berechnen:

1 1 1
+2a=0 => = —Za, = -=x1 = =
% * % Zao 2 2
_ _ 1
al+6%—0 => a3 = 7€a3 = —=>k0 = 0
a+12a,=0 => a, - —a, - 1
12 24
2+20,=0 => a - —a -0
20
1 1
+308,=0 => = -—a, = —
* * % 30 * 720
y:lfiszrix“féstr_
2 24 720

Diesesist der bekannte Anfang der Kosinus-Reihe (2. Semester!). Man koénnte also die cos-Funktion (wie auch
sin(x), sinh(x), cosh(x), €) als Lasung einer DGL mit bestimmten Anfangsbedingungen definieren. Wobei sin
und cos noch geometrische Bedeutung haben. Die Mathematiker kennen noch eine Viel zahl von Funktionen, die
sich als Loésungen von DGLn ergeben. Sonderlich bekannt sind die Funktionen nicht. Am bekanntesten ist noch
die Bessdl-Funktion, die anhand von Beispiel 3 untersucht werden soll.
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Beigpiel 6: (Ansatz al's Summenformel)
gegeben: DGL: y+y'=0
Anfangsbedingung: y(0) =1 y(0)=0
L dsung:
Reihenansatz: y = 3 axx!
i=0
Ableitung: y = ) ixax
i=1
y" = Y i(i-1)*ax2 j=i-2
i=2
y" = Y (+2)(+Da X! i =]
j=0
y" = X (i+2)(i+1)+qy,+x
i=0
Einsetzen die DGL:
Yla + (i+2)(+Da.x - 0
i=0
Anfangsbedingung: y(0)=1 => a=1
y(0) =1 => a=0
Koeffizienten der x Potenzen gleich Null setzen:
gt (i+2)(i+1a.=0
o g,
A2 (i+1)(i+2)
i=0 => a2 = —=a0 = —i
(0+1)#(0+2) 2
i=1 = a; = - & -0 . 0
(1+1)(1+2) 2%3
i=2 => a4:—$:——i 1 :i
(2+1)(2+2) 2) 3+4 24
. a;
i=3 = =— =0
% (3+1)(3+2)
a
i=4 = ag = S SR

(@)@ 172
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Beispiel 7;

gegeben:

L dsung:

Ansatz:

Ableitungen:

(Ansatz ohne Summenforme!)

/
Bessd-DGL: y" + Y 1 g%y =0
X

Anfangsbedingung: y(x=0) =1

10.10. Lésung einer DGL mit Hilfe eines Rethenansatz

Y=gy +aX+axi+axd+axt+ ...

y' =g + 28X + 38.x° + 4a,x3 + Bagx* + ...

y' = 23, + Bagx + 12a,x? + 20a:x® + 30ax* + ...

/
IndieDGL ensetzen:  y” + Y+ gq2+y = 0
X

+ (a+2ax+

2

+tq

% +(2a, + 2a, + q%y) + (6a, + 33, + q%)x + (12a, + 4a, + q%a,)x* + (208, + Sag + qlay x> + ...

Anfangsbedingung:

(28, + 6Bax + 12a,x* +20a:x® + 30ax* + ...)

3ax? + 4a,x3 + Sax® + 6axt+ ...)

(ag+ ax+ ax*+ ax® + ax*+..)=0

y(X:O) =1= &= 1

Koeffizientenvergleich:

X—l

y(x) =

y(x) =

Verson 1.1

1 -

=> al:O

= at4a=0 =  a -

=> qz*al + 9% =0 = a3 =

=> q*a + 16a,=0 => a,

=> qz*ae+2535:0 => a5 =

=> qz*a4+3636:0 => aG =

qhex? q0+x®
- +
4 4x16 4x16+36

2

1 ( m]z L@ (@x°

(2+4)%  (2x4+6)?

22. Dezember 2000

aus Ansatz
o g
T o
7%8‘2 ) 4216
,%;ag 0
a°, . q°
36 ' 4x16+36

/X
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150 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beigpiel 8: (Ansatz mit Summenformel)
gegeben: DGL: y" o+ yT/ + g%y = 0
Anfangsbedingung: y(x=0) =1
L dsung:
Ansatz:
y = X; a X'
-

2mal ableiten:  y’ = Y ixaaxTt
i1

oo

y” = Y i(i-1)ax? i-2=]
i=2

Yo F g

X i=1

Index ersetzen: y” = i (+2)(+Da,#x) = i (i+2)(i+D)ay, '
j=0 i=0

y=/+ 2%
. ary

Z; (i+2) (i+1)a,,=x' + % + 2; (i+2)a,,+x" + g° 2; a X'

| ®

+§; [{(+2)(+1) + (+2} a,, + g*+a]x' = 0

X

x [ 8

¥ X; [(i+2)%+a,, + q*xa]x' = 0

Aus dem Koeffizienten der x-Potenzen gleich Null setzen:
(i+2*a., + q*a=0
und Umformung lassen sich die g rekursiv berechnen:

2

q
(i +2?

&, = a

Die eine Anfangsbedingung 1813t sich aus der Reihe fir y bestimmen:

y(x=0) =g =1

i=j+2

Y o 221 (+2) a, ) = 221 (i+2)a,,*x' = % + Z; (i+2)a, X’
= = i=

(A)

(B)

Die andere Anfangsbedingung 14Rt sich aus (A) ablesen: Estritt nur ein Term mit der Potenz x* auf. Damit die

Gleichung (A) erflllt ist, muR & Null werden:
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10.10. Lésung einer DGL mit Hilfe eines Rethenansatz

Somit kann die Rethe fur y angegeben werden:

oo

yod = Y ax! i =2k
i=0,2,4,6,8,......

Y = Y ayex*
k=0

Mit (B) und i = 2k ergibt sich:

2

q

Ay = ’ﬁ

Ay,

151

©

(D)

Es muf3 versucht werden, den rekursiven Ausdruck (D) in einen nicht rekursiven umzuformen. Dazu werden die
ersten Terme von a,, entwickelt, woraus versucht, wird das Bildungsgesetz zu bekennen. Aus (D) ergibt sich mit

=1
k=0
SV P
a2*0+2 aZ (2*0 R 2)2 aO 22
k=1
2 2 2 4
a2*1+2:a4:7=q ; F 8 = 7C|=2 7C|=2 :=2C| 2
(2x1+2) 4 2 2°x4
k=2
2 2 44 6
a2*2+2:‘3‘6:’=q *a4:’q=* a4
(242 + 2)? 6% 2%x4? 22447462
k=3
2 2 4 8
O T i i i
(2+3 + 2)? 82 2%x47467  22x47467+87
8, - Q® q° . q° _ @
26fP462482 22417 + 22427 + 22537 + 2242 (29)*(14243x4)  4%4)?
a,, - L0
vy
2%
_ (-1 9
ay = (1) KT )

Mit (E) in (C) eingesetzt, kann y(x) als Summenformel angegeben werden:

q* x 2
22k(k! )2

Yy - ¥ (D
k=0
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X 2k
yx) = ki; (-1) ?qu Bessdl-Funktion 1. Ordnung 1. Art

1.0

0.5 |

Bild MA1010A: Bessd-Funktion 1. Ordnung, 1.Art

Bild MA1010A zeigt die Lésung der oben gegebenen Bessal-DGL. Die dargestellte Bessal-Funktion hat ab-
klingende Amplituden mit veranderlicher Periodendauer. Mit Bessal-Funktionen kannwiez.B. mit trigonometri-
sche Funktionen gearbeitet werden. Es gibt Ableitungsregeln. Wenn fiir x=0 kein Wert definiert ist, ergeben sich
die Bessdl-Funktionen 2. Art mit negativen x-Potenzen. Bessdl Funktionen treten in der Praxis bel zylinder-
symmetrischen Anordnungen (z.B. Temperaturverteilung in einem Zylinder) auf. Auch die Stromverdrangung in
einem Rundleiter 183t sich mit einer allerdings komplexen Bessal-Funktionen berechnen. Auch die Seitenbander
bel FM lassen sich mit Bessdl-Funktionen berechnen.

Aufgabe: 10.10.1c und d rechnen
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10.11. Linearisierung

Prinzip:

10.11. Linearisierung

153

Werden kleine Wechsel gréfzen elner wesentlich gréfieren Gleichgrofie Uberlagert, so kann evtl. eine vorhandene
Nichtlinearitét linearisiert werden. Beispiel: Die nichtlineare Diodenkennlinie wird in der Néhe des Arbeits-
punktes durch eine Gerade angendhert. Diese Anndherung gilt bekanntlich nur fir kleine Abweichungen vom

Arbeitspunkt.

Beispid 1.

Aufstellen der DGL:

Us = R*i
di
u = Lx—
- dt
uy = 1Vx/illA

Ug + U +Ug = Uy + Aug(t)

. di i "
R+l + Lx— +1V,|— = U, + U_*cos(wt
dt \. 1A @ )

=> nichtlineare DGL

Verson 1.1 22. Dezember 2000

gegeben:

R=1Q
wL=2Q

i = 1A

2
Uy
1v]
Up=2V

AU, = 0.1 V*cos(wt)

Bild MA1011A

(A)
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Bestimmung des Arbeitspunktes:
Der Arbeitspunkt wird dadurch bestimmt, dal3 in der DGL der Wechselanteil Null gesetzt wird. Dieses ergibt:

i - Strom im Arbeitspunkt
Durch Einsetzen der oberen Annahmein die DGL (A) l&f% sich iy berechnen:

i
; 0
R*'O + 1V ﬁ = qu

iy qu - Rl

1A 1V
g quo - 2Uo*Rxig + R2xiZ
1A (1Vvy

i, (2V)? - 252Vx1Quig + (1Q)2if

1A (1 V)?

. . 2
SN IR BTN O
1A 1A 1A

iO
—| +4 =
1A

)2
9] -5
lA]

2
i 1»{%1 (g) 4 14%:% -

Linearisierung:
Der Ausdruck

Q) -, ﬁ (8)

in der DGL (A) ist der Grund fur die nichtlineare DGL. Zid: Die Funktion f(i) wird fir den Arbeitspunkt
linearisiert. Der Ausdruck (B) wird in einer Taylor-Reihe bislinearen Term an der Stellei = i, entwickdt:

i-i) = |2+ 1 *i*i (I
a1 T 1A /IA 2 \/i'/iiolA (=10

i .
f(i) = ’_°+ i 1.1 (i i) :1+é(i71A) _q. 1A
1A 1A 2 1A 2A 2A  2A

(i) =

i1
TR ©
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10.11. Linearisierung 155

Lineariserte DGL:
Das Einsetzen von (C) in (A) ergibt einelinearisierte DGL:

Rxi + L*% +1 ﬁ + %] = Uq0+ +0q*cos(oot)
v}, . d 1., .
1.). d 1
10+ Lali oL - 2v-1vi 01 Vecosot
[ +2]+w*d(wt) 2 costet)
15Q i + 2Q+ (d't) ~ 15V + 0.1 V+cos(et) (E)
W

Lésung der linearisierten DGL:

Die DGLn (D) und (E) sind lineare DGLNn mit konstanten Koeffizienten, die mit bekannten Methoden (Kap.

10.7.1) gel6st werden kdnnen. Fir den eingeschwungenen Zustand (homogene Lésung mite abgeklungen)
ergibt sich:

i = 1A + 40 mA*cos(wt -53.1°)

LA LBV
15Q

40 mA 01V

(15Q7+(2Q)

53.1° - arctan| -2
15

Hinweis: Ein praktischer Elektrotechniker wiirde das Beispid 1 anders |0sen:

Al Arbeitspunkt aus Schnittpunkt der Kennlinien der Spannungsquelle Uy, mit R und der Diodenkennlinie

bestimmen.
B] Ersetzen der Diodenkennlinie durch eine Gerade (Linearisierung der Diodenkennlinie).
C] Fur die Abweichung vom Arbeitspunkt ergibt sich dann einelineare DGL mit konstanten K oeffizienten.
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156 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beispiel 2:
R
| S |
—
llR L\
I~
bae N
x b
U,
Uy
Bild MA1011B
gegeben: Ugo )
Aug = 0* cos(wt)
U << Ugo
N- Anzahl der Windungen
A, - Eisenquerschnitt
I - Feldlinienlénge
B =f(H) Magnetisierungskennlinie
Aufstellen der DGL:
Ur = R*i
uL = N*£ = N*A*£ = N*A*ﬁ*di
dt dt dH dt
lee dt I, ot
uL = N*A*ii*i
dH I, dt
_ N2:A dB[H(i)] L
- l,e  dH(@) dt
Ur + UL = Uy + Aug
5 1
Rei o+ NA BBIHM] Ay g cos(wt) ®)

.  OoH dt
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10.11. Linearisierung 157
Bestimmung des Arbeitspunktes:

Der Arbeitspunkt wird dadurch bestimmt, dal3 in der DGL (B) der Wechselanteil Null gesetzt wird:

i - Strom im Arbeitspunkt

Durch Einsetzen der oberen Annahmen in die DGL (B) 18/} sich i, berechnen:

U
R*i():qu | = qu

[o]

Linearisierung:

Der Ausdruck
iy = % Steigung der MKL

ist fur kleine Abweichungen vom Arbeitspunkt i, konstant. Aus (A) wird bestimmt:

H, = A*io

Fe

Danach wird aus der Magnetisierungskennlinie B = f(H) die Steigung im Punkt H = H, bestimmt:

Gy - 9BLHI _ AB - congt ©)
dH [H=H, AH[H-H,

Lineariserte DGL:

Mit (C) kann die DGL (B) angegeben werden als:

*Z xS U + O xcos(t) (©)

DieDGL (D) ist wiederum einelineare mit konstanten K oeffizienten, deren Lésung erheblich einfacher ist alsdie
der nichtlinearen DGL (B).
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Beispiel 3:  (Nichtlineare Pendel-DGL nach Kap. 10.6, Beispie 4)

gegeben: ¢+ %*s‘n«p) =0

¢(0) = @
90 =0

Linearisierung:
Die obere DGL wird fiir Winkd untersucht:
@ << 1

Die Sinusfunktion wird durch die folgende Relhe ersetzt:

: 1 3
sn(@) = @ - Zx@° +
(@) = ¢ 3 10

Fur kleine Winkel ergibt sich
sin(e) ~ ¢

Dasgleiche Ergebniserhalt man durch eine Taylor-Reihen-Entwicklung an der Stelle ¢ = ¢, = 0 bei Beriicksich-
tigung bis zum linearen Term.

Lineariserte DGL:

Einsetzen der N&herung in die DGL ergibt eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten:

(-I:.)‘F%*(p =0

Lésung der linearisierten DGL:

Periodendauer

(J.)JEZTEfZ—TE
r T
TZTE\'Z

g
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10.11. Lineariserung 159
Theoriefir dieLineariserung einer DGL 2. Ordnung
DGL: Fly,y,y") =0
Arbeitspunkt: y'=0=y" => Flyyp = 0 => Yo

Das Bilden des totalen Differentials der DGL an der Stelley =y, und Ubergang d - A entspricht der Lineari-
serung: Mit den partiellen Ableitungen:

ergibt das totale Differential der DGL

F(yo)*Ay + F/(yo* Ay + F"(yo)*Ay" = 0
eine lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten fir die Variable Ay. Die Lésung Ay Stellt die
Abweichung vom Arbeitspunkt y, dar. Diey-Variablen ergeben sich danach zu:

Yy=Yo+ Ay
y= a4y
y' =A4y"

Zusammenfassung: Lineariserung durch Bildung destotalen Differentials

gegeben: DGL: Ky, y,y")=0
Arbeitspunkt bestimmen:
y' =0= y"

Fy,y=0,y" =0)=0 => Yo

partielle Ableitungen bilden:
F,=FR{y=Yy=0Yy" =0)=0
F'=FY=YYy =0y =0)=0
F'=R'(Y=Yoy =0y =0)=0

Linearisierte DGL aufstellen:
F"*Ay"+F/'*Ay' + F*Ay=0
Lineare DGL mit konstanten K oeffizienten l6sen:
=> Ay(x)
Gesamtlésung:

Y= Yo+ Ay(X)
y=ay
y' =A4y"
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160 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beigpiel 4: (Pendel-DGL ausKap. 10.5 nach der Methode Linearisierung mit Hilfe destotal e Differentials)
gegeben: ¢+ %*sin((p) =0

DGL iny und x umschreiben:

y"+ Judngy) - 0

Ry’ y') =y e edng) - 0

Arbeitspunkt-Bestimmung:

y'=0
Fy,) = %*s‘n(yo) -0 =  y,=0

partielle Ableitungen bilden:

Fyp) = 2cos(y) / Jye0

—ﬁﬂ@
T

Lineariserte DGL:
F, (V) *Ay” + Fy(yp) *Ay’ + F (yp)=Ay = 0
Ay”+ Siay = 0

r

Losung siehe Beispid 3
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10.11. Lineariserung 161

Beispiel 5:
gegeben: DGL: Y +y =1
Anfangsbedingung: y(x=0) = 0.99

Arbeitspunkt-Bestimmung: y=0 => y=1 = Yo=1

Partielle Ableitung bilden: F =2y Fy=yo=1) =2 F'=1

Linearisierte DGL: Fy«Ay’ + F«Ay = 0
Ay’ + 2Ay = 0

Losung der lineariserten DGL: A+2=0 = Ay =c*e*
y=Yo+ Ay y=1+c‘e*

Anfangsbedingung auswerten:  y,=0.99=1+c*é => c=-0.01
y=1-0.01*e>

Analytische L 6sung der oberen DGL

fldyyz ) de

artanh(y) =x +c¢

1-e -2x-2¢

_ _ y2C —
y = tanh(x+c) = L eoE ec=c
1-cre ™
1+ ce
1-¢c
y(x=0) = 0.99 =
l+c

099+099c,=1-¢

1.99¢,=1-0.99 C, = —=
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162 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

1. 001,
1.99
1. 001
1.99
Aufgabe 10.11.1 a)

e—2x

gegeben: Fly,y,y)=y'+3y +y +6y-27=0
y(x=0) =25 y(x=0)=0

Arbeitspunkt-Bestimmung:

y":o:y'
ye + 6y, - 27 = 0

Yo = 3%y9+27 = -3£6 =3
Partielle Ableitungen bilden:
F-=1

F,=3
F,=2y+6 F,(y=3) = 23+ 6= 12

Linearisierte DGL:
F*Ay" + FXAy + F*Ay =0
Ay" +3Ay' + 12Ay =0
A2+3L+12=0
Ay, = -15+4225-12 = 1.5 +j3.122
Ay = e*¥[C,*cos(3.122x) + C,*sin(3.122x)]
Ay = - 0.5 e*c0g(3.122x)

y=Yo+ Ay
y = 3- 0.5*e1%*cog(3.122X)

Verson 1.1 22. Dezember 2000



10.12. Stabileund instabile DGL 163

10.12. Stabile und instabile DGL

Satz: Einelineare DGL ist stabil, wenn die homogene L 6sung y,,(X) fir x —-e Null wird,
ansonsten ist die DGL instabil.

Beispid: lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten

y'+ay +ay=f(x)

AM+ar+a=0

2 2

a . a .
)»12:7%11 =;—a0:—%1tj %*=jiaijb

Yoo = Cy€ 7+ c,e'? = e"®[c xcos(bx) + c,*sin(bx)]

Damit die obere homogene Lésung Null wird fir x - «, muf3 das Argument der e-Funktion negativ sein:

a<0,A,<0,4,<0

allgemein: R(1) <0

Satz: Damit die Losung einer linearen DGL mit konstanten Koeffizienten stabil ist,
mussen die Eigenwerte (Nullstellen des charakteristischen Polynoms) alle in der linken
Halfte der komplexen Ebene liegen.

Die Stabilitat von nichtlinearen DGLn kann durch Linearisierung (Kap. 10.11) festgestellt werden.

Bestimmung der Stabilitét der homogenen DGL

ary" +a.Fyml 4 a*y'+ a*y +ary=0 8,>0
A] Bestimmung der Nullstellen des char akteristischen Polynom

ar*A+a FAMY+ A+ arA +a*y=0
stabil wenn alle Re(Ay) < 0
B] Hurwitz Kriterium

Soll nur die Stabilitét untersucht werden, besteht keine Notwendigkeit einer aufwendigen Nullstellen-Be-
stimmung

Notwendige Bedingung: dleg >0 i=0..n
Ist die notwendige Bedingung nicht erfilllt, ist die DGL instabil.

I st dienotwendige Bedingung erfullt, muf3 die hinrei chende Bedingung tiberprift werden. Dazu wird dieHurwitz-
Matrix aufgestellt.
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164 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Die Hurwitzmatrix fur 7. Ordnung ergibt:

=N & 0 0 0 0 0
(23 & & 3 0 0 0
23 & (23 & & 8 0
g & 3 3 & ) & a
0 0 & 8 8 2 )
0 0 0 0 & % 3
0 0 0 0 0 0 &

Das Schemaist aus der Hurwitzmatrix fir n = 7 zu erkennen. Fir z.B. n = 3 mussen allea mit i > 0 Null gesetzt
werden (a,=0,a =0, a=0und & = 0).

Die hinreichend Bedingung sagt aus, daf3 n Unterdeterminanten der Hurwitz-Matrix (obere linke Ecke) grofder
Null sein miissen:

detH)) = || >0
& &
det(H,) = >0
4 &
a 8 0
det(Hy) = & & &| >0
8 a g
Beigpidl 1: (1. Ordnung, linear, konstante K oeffizienten, allgemein)
ay' + ay = f(x) 3>0
notwendige Bedingung: dlea >0
H - a det(H) =&, >0

Die Determinante liefert fir den Fall 1. Ordnung keine weitere Bedingung. Die lineare DGL 1. Ordnung mit
konstanten K oeffizienten ist stabil, wenn a, und a, beide grofRer Null sind.
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Beigpiel 2: (2. Ordnung, linear, konstante K oeffizienten, allgemein)

ay" +ay +ay=1f(x)

notwendige Bedingung: dleg >0

— A %

H =

0 &
det(H) = a, > 0
det(H.) & >0
= = *
2 0 a a, ¥,

Gesamter gebnis: 3%>0,4>0,8>0 (war auch schon notwendige Bedingung)
Beigpidl 3: (3. Ordnung, linear, konstante K oeffizienten, allgemein)

ay" +ay' +ay +ay=1f(x)

notwendige Bedingung: aleg >0
& & 0
H = a & &
%
det(H)) = & > 0
det(H,) alao‘ 3,+8, - 8y+a; > 0
= = * — *
7 e g
a 8 0
_ a g _
det(Hy) = |38, & 3] = ay* = ay+det(H,)
0 0 a
Gesamter gebnis: 8>0
>0
a*ay-aa>0
%>0
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166 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Beigpidl 4: (4. Ordnung mit Zahlenwerten)

Y™+ 137"+ 60y" + 116y + 80y = 0

A%+ 13A°%+ 60A%+ 1161 +80=0

=1 &a=13 a=60 a =116 a8, =80
116 80
_ 13 60 116 80
H =
1 13 60
1

Die notwendige Bedingung alle a > O ist erfillt.

det(H,) = 116> 0

det(H,) = 116*60 - 13*80 = 5920 > 0
det(H,) = - 1*116% + 13*5920 = 63504 > 0
det (H,) = 1*det(Hy)

Alle Bedingungen sind erflillt, damit ist die DGL stabil.
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11. Laplace Transformation

11.1. Einleitung

Was ist eéine Transformation? In Kap. 2 (MA 1) sind Funktionen vorgestellt worden. Funktionen sind die
Abbildungen von Zahlen auf andere Zahlen, also eine Zuordnungsbedingung zwischen Zahlen. Eswird eineZahl
in eine andere Zahl transformiert. Hier den Begriff Transformation zu verwenden, wére sicher ein wenig
hochgestapelt. Ein Schritt weiter: Eine Funktion auf eine andere abbilden, dieses nennt man Transformation.
Beigpide:

Yo(X) = [y2(X)]*> - Quadrieren der Funktion y,(x)

ya(X) = [yi(X)dx - Integration der Funktion y,(x)

Va(X) = dy,(x)/dx - Differentiation der Funktion y,(X)

ys(X) = sin[yy(X)] - Sinus-Funktion bilden von der Funktion y,(x)

Die oben angegebenen Abbildungen von Funktionen (Transformationen) sind schon bekannt. Wasist nun aber

dieL aplace-Transfor mation?Antwort: auch eine Transformation einer Funktion. DieFunktionsvorschrift dieser
Transformation wird spéter erarbeitet.

Wozu ist die Laplace-Transformation nutzlich ? Spéter wird gezeigt: Die L aplace Transformation ist ein sehr
gutes Hilfsmittel zum L ésen von linearen DGL n mit konstanten K oeffizienten unter Ber icksichtigung der
Anfangsbedingungen. Anwendung findet die Laplace-Transformation u.a. bei der Berechnung von Schalt-
vorgangen in linearen Netzwerken und bei der Untersuchung von linearen Regelkreisen.

Die Laplace Transformation wurde im 19. Jahrhundert vom franzdsischen Mathematiker Laplace entwickelt.
Wiekann man auf die |ldee kommen, eine Transformation einzufiihren. Dazu sollen die Ergebnisse des Beispiels

2 aus Kap. 9.3 noch einmal betrachtet werden. Ein Rechteck-Impulswird an die Reihenschaltung Widerstand R
und Kondensator C gelegt, siehe Bilder MA93A und MA111A.
———1

R 1\u

@ c__

u(t) Ue ov L =
-5ms=t, oms=t,

10V

Bild MA93A Bild MA111A

Die Vorgehensweise aus Kap. 9.3 in einer Zusammenfassung: Die Spannung u(t) wird mit Hilfe des Fourier-
Integralsin die Frequenzkomponenten zerlegt:

U@ = [ upe™dt - _1ji)v [ -~ g7

t=—co

Dieses ergibt bei einem Einmal-Signal nach Kap. 9.2 ein kontinuierliches (fir jede Frequenz eine infinitesimal
kleine Amplitude) Frequenzspektrum. Die komplexe Spannung ergibt sich somit aus der Addition unendlich
vieler komplexer Frequenz-Anteile. Fir jede Frequenzkomponente wird zur Berechnung der Spannung u(t) ein
komplexer Spannungsteiler angesetzt, dieses ergibt die Spannung am Kondensator im Freguenzbereich:

jwt, /2 —jwt./2
10V*e'°’1 ~ e

jo 1+ jw/w,

U(w) = mit ®, = (Rx¢)™* = 100s™
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168 11. Laplace Transformation

Zur Berechnung der Spannung ug(t) muf3 die Spannung vom Fregquenzbereich in den Zeitbereich zuriicktrans-
formiert werden:

+o0

1 .
u-t) = — [ U elotg
(M > _f_ c(w) * o
+oo jot /2. -jot,/2 .
uc(t) - 10V e e eivtde

j2n Sl 1+ jolw)w

Dasoberelntegral ist nur unter groRen Aufwand mit Hilfe der Funktionstheorieldsbar. Diesesist mit den bislang
erlauterten Methoden nicht mdglich. Es sollte aber eine einfache Methode gefunden werden, die eine schnelle
Losung erlaubt. Der Praktiker transformiert mit Hilfe von Tafeln und einfacher Umformungen den Ausdruck
Uc(w) vom Frequenzbereich in den Zeitbereich ug(t).

Die Laplace Transformation ist eine Transfor mation vom Zeit- in den Frequenzbereich.

Bevor die Anwendung der Laplace Transformation deutlich wird, muR3 erst sehr viel Theorie aufgezeigt werden.
Um zu sehen, welchen Sinn die Laplace Transformation hat, soll erst einmal ein Beispiel berechnet werden.
Dieses ist im Moment noch nicht verstandlich. Nur das Prinzip ist zu sehen. Die DGL wird in den Frequenz-
bereich transformiert. Die algebraische Gleichung nach U(p) aufgelést und in den Zeitbereich zuriicktrans-

formiert.
J
=0 o R R+C e
U, = R+i = RxCx—
R | R at
Gk )
U, C—|
uc
du,
DGL: Ug=Ug + Uc Uq = U + R*C*T
. Uq
DGL transformiert: o ULp) + RC[PUP) — Uyl
Anfangsdingung: Ugo = Uc(t=0)
U
Umformen: Tq + Ugy = Ug(p)[1 + R+Cxp]
U U
Aufldsen nach Uc(p): Ucp) = i =
p(1 + R+Cxp)
Partialbruchzerlegung: Ucp) = A + B 1
P 2
P*Re

Uc(p) in den Zeitbereich transformieren:  ug(t) = A + B*xe'R®

Die Berechnung ist nicht sehr aufwendig. Die Anfangsbedingungen werden mit berlicksichtigt.
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11.2. Transformations-Vor schrift

Die Laplace Transformation kann mit Hilfe des Fourier-Integrals hergeleitet werden. Dazu noch eéinmal die
Formeln des Fourier-Integrals aus Kap. 9.2:

+o0

Y(w) = f y(t)e Tt dt (9.29)

t=-o

_ 1 s jot
y(t) = o> f wY(oo)e do (9.30)
Bedingung: f y(t)|dt = a <
t=-o

Einfuhrung einer komplexen Kreis-Frequenz  “p” Laplace-Variable

p=o+jw

p - Laplace- Variable

Die komplexe Frequenz p wird auch Laplace-Variable genannt. In manchen Literaturstellen wird die Laplace-
Variable auch mit “s’ bezeichnet, vorzugsweise bei Mathematikern. Vergleich: Fir die imaginédre Einheit
verwenden Ingenieure “j” und “i” wird von Mathematikern benutzt. Was bedeutet nun eine komplexe Kreis-
Frequenz? Dieredlle Kreis-Frequenz “w” ist z.B. von der Kosinus-Funktion her bekannt:

yi(t) = cos(wt) = Re{ e}

Die obere Funktion stellt eine Schwingung mit konstanter Amplitude dar. Das Ersetzen von jow durch p=0 +jw
ergibt:

yAt) = Re{ €7} = Re{e”* e}
yA(t) = € Re{ e}
yA(t) = €™ cog(wt)

Die komplexe Frequenz fiihrt zu einer Schwingung multipliziert mit der Zeitfunktion €.

>0 => aufklingende Schwingung
o0<0 = geddmpfte Schwingung
=0 => Dauerschwingung

In der gleichen Weise - wie bel der Kosinus-Schwingung - soll nun beim Fourier-Integral (9.29) und (9.30) jw
durch p ersetzt werden, man erhélt:

Y(p) = ?y(t)e""dt (11.2)
t=0
00+joo
_ 1 t
y(t) = 2=njp= f _ti(p)e” dp (11.2)

Mit den Bedingungen:
Re(p) >0 <=> 0,>0 (11.3)

yit)=0 far t<0 (11.4)

Verson 1.1 22. Dezember 2000



170 11. Laplace Transformation

Die erste Bedingung (11.3) ist notwendig damit die Transformation (11.1) konvergent wird. Siehe auch:
Einfuhrung komplexer Frequenz, o > 0 filhrt zu aufklingenden Schwingungen.

Die Laplace-Transformation wird Uberwiegend fiir Berechnungen von zeitlichen Vorgangen benutzt, da inter-
essiert nur der Zeitbereich t > 0. Darum ist die Bedingung (11.4) keine Einschrankung. Die untere t-Grenze in
(11.1) kann darum bei t = 0 begonnen werden (beim Fourier-Integral bei -« ).

DieGleichung (11.1) wird als Laplace-Transformation bezeichnet, die Gleichung (11.2) als Riicktransformation.

y(t) - Zeitbereich Variablet
Y(p) - Frequenzbereich ,Bildbereich Variable p

Die Formeln (11.1) und (11.2) sehen auRRerst kompliziert aus. Behauptung: Zum Ldsen einer DGL mit Hilfe der
Laplace-Transformation ist keine Integral-Transformation erforderlich. Aber die Transformationen (11.1) und
(11.2) missen dabei ausgefiihrt werden. Vorwegnahme: Die zu transformierenden Funktionen y(t) und Y (p)
werden in der Regel umgeformt (u.a. Partialbruchzerlegung) und mit Hilfe von Tabellen transformiert. Dazu
benétigt man aulRer der Integral-Schreibweise (11.1) und (11.2) noch bestimmte Bezeichnungen, die deutlich
machen, dal} eine Transformation ausfiihrt wird.

Laplace-Transformation

Zeit-Bereich => Frequenz-Bereich oder Bildbereich

Y(p) = f y(te P dt (11.1)

t=0

Y (p) = <{y(0}
Y(p) @O y®)

obere drei Schreibweisen bedeuten mathematisch vereinbarungsgemél das Gleiche. Die zwel unteren Schreib-
weisen sind dblich.

Ricktransformation

Frequenz-Bereich => Zeit-Bereich
1 Oyt
O = o= [ Y(p)e"dp (11.2)
2T
T

y(t) =LY ()}

y©) - O-ee ® Y (p)
Anmerkung: Zeitgrolzen klein y(t)
Frequenzgrofden groRY(p)

Vorgehensweise: |m néchsten Abschnitt 11.3 werden Funktionen vorgestellt, dieim tbernéchsten Abschnitt 11.4
mit Hilfe der Gleichung (11.1) transformiert werden. Das Ergebnis wird in eine Tabelle eingetragen, die der
Praktiker zum Arbeiten mit der Laplace-Transformation benutzt.
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11.3. Definitionen von Funktionen und Oper ationen

Bevor in Kap. 11.4 die exemplarische Berechnung von Laplace-Integralen erfol gt, miissen die zu transformieren-
den Funktionen und Operationen in diesem Abschnitt 11.3 definiert werden. Die hier definierten Funktionen
stellen die Anregungen der linearen DGLNn mit konstanten Koeffizienten dar. Beispid: Eine einzuschaltende
Gleichspannungsquelle stellt eine Sprung-Funktion dar, die in der DGL den inhomogenen Teil f(x) bzw. f(t)
reprasentiert.

Abhangige und unabhéangige Variable:

Im Kapitel 10 war bei den DGLn die unabhéngige Variable "x”. In diesem Kapitel soll nun die Zeit “t” die
unabhangige Variable darstellen. Der Grund: In der Praxis wird die Laplace-Transformation in der Regel zum
Berechnen von Zeitvorgangen benutzt. Beispiel aus der Elektrotechnik: Schalten von Spannungsquellen. Die
abhangige Variableist in der Praxis eine physikalische Grof3e (z.B. Spannung u), in diesem Kapitel wird “y” als
abhangige Variable gewahlt.

11.3.1. Sprung-Funktion s(t)

Die Sprung-Funktion, siehe Bild MA1131A, wird benétigt, weil alle Zeitvorgange laut Definition erst bei t = 0
beginnen.

M(f) st)=11t>0
st)=0 t<0

— f

Bild MA1131A

11.3.2. Rampen-Funktion r(t)

$ ri) =t t>0
y(t) rit)=0 t<0
r(t) = s(t)*t algemein
1s |77 '
_ =t
1s
Bild MA1132B

11.3.3. Potenzfunktion

T y(t) =t t>0
) yt)=0 t<0
y(t) = t"™ g(t) algemein

Bild MA1133A
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172 11. Laplace Transformation

11.3.4. Varschiebung in postiver t-Richtung

Mit der Sprung-Funktion lassen sich Schaltvorgange bel t = O beschreiben. Ein Schalten fur t < O ist laut
Definition nicht mdglich. Wiel&f3t sich nun ein Schalten fiir t > 0 beschreiben? Antwort: durch eine verschobene
Zeitfunktion, siehe Bild MA1134A. Dieses wird u.a. benétigt fir Anwendungen mit mehrmaligen Schalthand-
lungen. Physikalisch entspricht die Verschiebung aber auch einer Lauf- oder Wartezeit um die en Signa
verzogert wird (Forderband, Signallaufzeit mit Lichtgeschwindigkeit oder anderer Signalgeschwindigkeit). Well
laut Definition fir t < 0 kein Signal vorhanden sein darf, kann das Signal nur in positive t-Richtung verschoben
werden. Dieses bedingt positive t,. Auch die physikalische Erklérung 183t nur positive t, zu, weil es keine
negativen Laufzeiten gibt.

l, Wy o yalt) = ya(t - ) to> 0

= t,—=

Bild MA1134A

11.3.5. Ubungen zu 11.3.1 bis11.3.4

Beispiel 1:

! )

Bild MA1135A

Die obere Funktion stellt die um 5s verschobene und 6 multiplizierte Sprungfunktion dar:

y(t) = 6(t-59)

Beispiel 2;

} /ryl(ﬂ ty:)

(U]

Bild MA1135B
Die Funktion y(t) 1&3t sich als Summe (Differenz) zweier Sprungfunktionen ausdriicken:
y(t) = ya(t) - yo(t) = 8*S(t) - 8s(t-4s)

y(t) = 8[s(t) - S(t-49)]
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Beispid 3:

S

—t

5s Bild MA1135C

Die obere Funktion entspricht der Rampe r(t) mit geénderter Steigung. Die Rampe weist laut Definition (siehe
Kap. 11.3.2) bei 5sden Wert r(5s) = 5sauf. Um bel y(t=5s) den Wert 8 zu erhalten mul die Rampe mit dem Wert
(8/5s) multipliziert werden:

_ 8
y(t) = ;f(t)

Beispiel 4:

.
.
.
4 y
.
y p 1
.
.
.

\\\\ Y2 .
Bild MA1135D

Die obere Funktion &3t sich aus der Addition zweier Funktionen (Rampen) zusammensetzen:

y(t) = ya(t) - ya(t)

yi(t) ist die Rampe aus Beispid 3. y,(t) erhdlt man ausy;(t) durch verschieben um 5sund Multiplikation mit “-1".
8
t) = —r(t
yi(t) = (®)
Ya(t) = -ya(t-59)

w0:§$me5m
S
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Beispid 5:

My

- o Bild MA1135E

Die oben dargestellte Funktion besteht aus Geraden mit unterschiedlichen Steigungen:

t<0 Steigung: O
0<t<3s Steigung: +7/3s
3s<t<8s Steigung: -7/5s

Um die Funktion y(t) anzugeben, miissen mehrere Rampen addiert werden. Bei t = 0 setzt die Rampe mit der
Steigung 7/5s ein. Bel t = 3s mul’ die Steigung 7/3s subtrahiert werden, auf3erdem setzt die negative Steigung -
7/5s en. Bel t = 8s muld die negative Steigung -7/5s wieder aufgehoben werden.

=Ty - D haese - L
y(t) = §r(t) [35 55}r(t 39) 55r(t 89)

Beispie 6:

~t
‘ 1 ‘ Bild MA1135F

Zur Beschreibung der oberen Funktion miissen mehrere Sprung-Funktionen und Rampen addiert werden:

t=2s Sprungfunktion der Héhe 4 und Rampe der Steigung (1/2s)
t=4s Rampe der Steigung (1/2s) aufheben
t=5s Rampe der Steigung (-5/3s) addieren
t=8s Rampe der Steigung (-5/3s) aufheben

y() = AS(t-29) + r(t-29 - r(t-4) - 2r(t 59 + r(t-89)
2s 2s 3s 3s

Studenten: Aufgabe 11.3.1 rechnen
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11.3.6. Faltungsintegral

Das Faltungsintegrals verknlpft zwei gegebene Funktionen

yi(t) und y,(t)

mit Hilfe der Definition

y(t) = f Y (T) =y,(t — T)de (11.5)
=0

zu einer dritten Funktion. Die Anwendung dieser Operation erfolgt im Abschnitt 11.6.7. Die Aussage des
Faltungsintegrals soll nun anschaulich verdeutlicht werden, siehe Bild MA1136A. Die von der Variablen t
abhangigen Funktionen y,(t) und y,(t) werden Uberfihrt in von der Variablen t abhéngigen Funktionen. Bei der
Funktion y,(t) wird “t” nur durch “t” ersetzt:

nn - ya(7)

In der Funktion y,(t) wird “t” ersetzt durch “t-t”:

ya(t) - yo(t-1)

Die Funktion y, wird somit verschoben und gespiegelt. Die Funktion vy, ist somitim Vergleich zur Funktiony, um

den Parameter “t” gefaltet. Sowohl y;(t) alsauch y,(t-t) sind Funktionen die von der Variablen t abhangig sind.
DieZeit tist in der Funktion y, nur noch als konstanter Parameter anzusehen, siehe Bild MA1136A, Teilbild b.

a) b)
(D
h ‘ ty ¥i(®)
Ya(t-7)
¥(T) A
| T — T —
Bild MA1136A

Das Integral (11.5) kann fur einen bestimmten (im Moment konstanten) Zeitpunkt t gedeutet werden. Die
Integration erfolgt Uber t, t ist nur Parameter fur das Integral. Um das Faltungsintegral (11.5) fur einen t-Wert
Zu bestimmen, missen diezwel in Bild MA1136A b) darstellten Funktionen multipliziert und integriert werden.
Die Integration erfolgt von © = 0 bis t = t. Das Ergebnis wird durch die obere Integrationsgrenze wieder eine
Funktion von t. Ohne Beweis. Die Funktionen y, und y, dirfen auch getauscht wer den, ohne daf3 sich das
Ergebnis éndert.
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Beigpidl 1:

gegeben: y(t) =t y2(t) = sin(wf)

gesucht: Faltungsintegral nach (11.5)

L dsung:

tauschen: Yi(t) = sin(w;t) Vo(t) =t

T-eansatzen:  y,(t) = Sin(w,T) yo(t-1) = (t-1) t>1

t t t t
yt) = fyl(r)*yz(tfr) = fsin(wlr)*(tfr)dr = t*f sin(w,7)*dt - f T*sin(w,t) =dt

=0 =0 =0 =0

Tabelle: fX*sin(cx)dx - sin(;:x) B X*cocs(cx)
c

| ( sin(@T)  Txcos(w,T) t
Y [ te o009 [ ]L

2
W] Wy =0

sn(w,t) .\ t+cos(w,t) N

t-L cog0) + Lsin(o) - 20
w,; 2 ®

2 W
] 1

w3 1
sin(w,t) t
y(t) = o —
w3 1
Beigpiel 2:
gegeben: y, =t y, = t?
gesucht: Faltungsintegral nach (11.5)
L 6sung: T-énsetzen:  y(t)=1 yo(t-1) = (t-1)?

t

t
y(t) = f Y, (T) Y, (t-t) dt = f Tx(t-1)%dt
=0

=0
t t

y(t) = ff*(tz - 2tt + P)dt = f(tzr -2tt?+ ) de
=0

=0

t
y(t) = Lizz 243, 1is
3 4 [z

y(t)

I
—*
—
N[~
|
wiN
+
Ble,
I
NI
—*
N
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11.4. L aplace Transfor mation bekannter Funktionen

Standardproblem der Laplace-Transformation

Y1(p)

YoAp) @ ------- O yat)

Die obere Kette zeigt die Vorgehensweise bei der Losung mittels Laplace-Transformation. Eine gegebene
Anregungsfunktion y ,(t) (Eingang eines Filters oder inhomogener Teil der linearen DGL mit konstanten
Koeffizienten) wird vom Zeitbereich in den Frequenzbereich transformiert. Durch Berechnung im Frequenz-
bereich (Vorgehensweise spéter) ergibt sich die Laplace-Transformierte Y ,(p). Durch Zuriicktransformieren in
den Zeitbereich 1&t sich die gesuchte Zeitfunktion y ,(t) berechnen. Der Praktiker fuhrt die Transformation in
beiden Richtungen mit Hilfe von Tabellen und weiteren Umformungen durch. In diesem Abschnitt soll die
Tabelle der Standard-Funktionen mit Hilfe der Transformationsformel (11.1) erarbeitet werden.

A. Sprung-Funktion

¢y(t)

—t

Praktische Form der Berechnung

o= O~

Y(P) = [y()+e Pt
t=0

Y(p) =
Y(p) - ~Se - e

p

Re(p} =0,>0 (11.3)
Yp) - 201 -+

p p
Ergebnis:
y() = ) o Yom—
Ay - +

p

Verson 1.1 22. Dezember 2000

fs(t)*e'ptdt = fe"’tdt = =
t=0 t=0

Bild MA1131A

Y(p) = S(p)

= e”=0

Y(p) =

Tl

(11.1)
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M athematisch korrekte Form der Berechnung

Die obere Berechnung war ibersichtlich, aber nicht vollkommen mathematisch korrekt. Das Integral
Y(p) = ?e‘p‘dt

t=0
ist ein uneigentliches Integral (siehe Kap. 7.9.2, MA 11), welches mit Hilfe eines Grenziibergangs gel 6st werden

muf3:
p 1 a 1
Y(p) = lim f*e'ptdt = lim _*e'Pt] = -=|lim(@e™3 - lim{e%
ae | are([ P t=0 P lare a-o
lim{eP?3 =0 fir Re(@) >0
a—-x
1
Y(p) = =
p

Im folgenden soll die praktische Methode angewandt werden.

B. Rampen-Funktion

1s |77 i

Bild MA1132A

y() =r(®) O-mmmes ® Y(p) = R(p)

Y(p) - f y(t)+e Pdt - f r(t)~e Pdt = f t+ePidt
t=0 t=0

t=0

CX
Tabele: fxecxdx = e=2(cx - 1)
c

Y(p) - %zt(ptl)/w - %’p(mpl)[_l] 00l

t:0 p p
1
Y(p) = ?
Ergebnis: y(t) = S(t) o P Y(p) - %
p
A} - =
p
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C. Potenzfunktion

¢ Y0 = t*s(t)

v(t)

Yp) = [yt)e™dt = [t"ePdt
J )

Bild MA1133A
Ergebnis: (durch n malige partielle Integration)
n!
Yo =t O-——® Y =
m _ nl
QY = —
D. Exponential-Funktion
1! o
T
1/a Bild MA114A
y(t) = e g(t) Bedingung: a>0 damit abklingend

oo

Yp) = [y®)+edt = [e e Pdt - [e Pt
t:fo t:fo f

t=0
Y(p) - ———e T L e-tran _ q
~(pta) t-0 p+a
Re(p+a) >0 => o,+a>0 = gt = 0
1 1
Y(p) = ——[0-1] -
pta p+a

Ergebnis:

y(t) = & OR— L dey - 1o
pra pra

y(t) = & OR— 1 Ge - 1o
p-a p-a
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E. Kosinus-Funktion

A
N7
y(t) = S(t)* cos(wt)
R | t =
T1
Bild MA114B
w, = 2%
1 Tl
Y(p) = [y@)+edt = [cos(w;)+e ™ dt
t=0 t=0

CcX
Tabelle: fecxcos(bx) dx = —S [crcos(bX) + brsin(bx)] c=-p b=w,
c?+b?

oo

-pt

p
Y(p) = — S| -prcos(wyt) + wl*sin(wlt)l
p? + o

Y(p) = e™[.] - e’ 2[fp*COS(O) + w,*sin(0)]
pT+w,

Vo) - P

® -

Ergebnis:

YO = cosfwi)*s(t)  O-——@ Y = —P

fcoso,0} = —P—

pT+w,
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F. Sinus-Funktion

t
v(t)
1-
y(t) = s(t)*sin(w;t)
t —
T, \
Bild MA114F
o, = 2
1 Tl
Y(p) = [y()+ePdt = [sin(wt)<e™ dt
t=0 t=0
CcX
Tabdle fecxsin(bx) dx = —€ [c*sin(bx) - b*cos(bx)]
c?+b?
e_pt [ ) oo
Y(p) - ~prsin(w,t) — w,*cos(w,t)
p? + wi_ =0
0
Y(p) = e P[] - —=—[-p+sin0) - @ +cos0)]
p™+w,
YE) -
p? + ©]
Ergebnis:
YO =sne)*s) 0@  Yp) - —

: w;
d{sin(w ) +s(t)} =

2
pTt+w,
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11.5. Korrespondenz-T abellen

Die bisher im (Abschnitt 11.4) durchgefiihrten Transformationen werden in der Korrespondenz-Tabelle 1 zu-
sammengefaldt.

y(t) Y
1=9t) 1
p
t=t*s(t) = r(t) 1
p2
t" n!
pn+1
tn—l
(n-1)! p
g 1
p+a
et 1
p-a
cos(wt) p
P2+ w)
sin(w;t) o
p2 t W,

Korrespondenz-Tabelle 1. Grundfunktionen

Tabelle 1 enthalt Transformationen von einfachen Grundfunktionen. Die Tabellen 2, 3und 4 sollen erstmal ohne
Herleitung angegeben werden. Die Tabelle 2 stdlt fir den Praktiker eine sinnvolle Erganzung der Grund-
funktionen dar. Diein den Tabellen 2 und 4 angegebenen Transformationen lassen sich mit Hilfe der Rechen-
regeln aus den Abschnitten 11.6 und 11.8.2 berechnen. Tabelle 3 enthalt einige vom Praktiker nicht so haufig
benutzte Transformationen. Die Transformationen der Tabelle 4 werden nicht unbedingt benétigt, sind aber -
insbesondere durch Partial bruchzerlegung, Rechenregeln und anderer Umformungen - mit Hilfe von Tabelle 1
berechenbar.

In allen Tabellen gilt fir alle y(t): y(t)=0flrt<0
Hinweis 1 Die Korrespondenz-Tabelle 1 sollte man auswendig kénnen (bis auf t7).
Hinweis 2: Die Transformationen der Korrespondenz-Tabelle 2 sollten ohne Unterlagen mit Hilfe der

Rechenregeln aus den Abschnitten 11.6 und 11.9 entwickelt werden kénnen.

Empfehlung:  Berechnen der Transformationen der Tabellen 2 und 4 mit Hilfe von Tabelle 1 und den Re-
chenregeln aus den Abschnitten 11.6 und 11.8.2 als Ubung.
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y() Y(p)
a
1-¢*
p(p + @)
t*e-at 1
(p + @)
tn*e-at n=|
(p+a™t
tn—l *e—at 1
(n-1)! (p +a)"
€%* cos(w,t) : +2a 2
(P +a) +w;
e**dn(wt) %
(Pp+a) +w;
p+cos(@) — w,*sin(e)
COS((J.)lt + (P) 2 N 2
p Wy
oo ) (p + @)*cos(@) - w,*+sin(e)
€ w,t+ @

(p+a)?+w

- b-a_
e ¥cos(w,t) + = sin(ow,t)

1

prb

(p+a)?+w

Korrespondenz-Tabelle 2:

Y(p) y()
1 1
Vo it
L t
PP Nw
1 e -at
Jora V-t
arctan[ %] sinEat)

Korrespondenz-Tabelle 3:

Verson 1.1

22. Dezember 2000

Sonderfunktionen

Abgeleitete Transformationen

11.1. Einfubrung
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184 11. Laplace Transformation

y(®) Y(p)
, Zwi
sin¥(wit _—
) p(p? + 4w3)
2 2
pe+ 2w
cos(wit) R
p(p? + 4w7)
1 w;
. 1
?[Sn(wlt) - w,txcos(w,t)] —
(p” + wy)
1 w,*p?
=[sin(w,t) + w,txcos(w,t)] —
2 (p? + @)’
w,t
cos(w,t) - ?*Sn(wlt)
w >‘<p
Lein,t) L
2 (p? + w))?
2
t - Lan(,) ©1
©1 PP + w))
a
sinh(at) —
pT—-a
P
cosh(at) T2
t- Lar2|e P 5
2 (p+a)
2
[12at+ laz’tz]e'at P
2 (p+a)’
e _ g™ 1
a, (p+a)p+ay)

ae ™y ae ™

p

P+a)p+a)

& -
p
- qat
e ®
e®+at-1 1
a’ pAp + @)
1-(at +1e™ 1
a’ p(p + a)?
t - Lat?]e P 5
2 (b +a)
2
[laz’t2 - 2at + l]e'at -
2 (p+a)’

Korrespondenz-Tabelle 4.

Verson 1.1

22. Dezember 2000

Umformungsergebnisse




11.6. Rechenregeln 185

11.6. Rechenregeln

11.6.1. Summe von Funktionen

Eine Summe von Funktionen |&al3t sich einzeln transformieren. Die Laplace Transformierte von
einer Summe von Funktionen ist die Summe der Laplace Transformierten der Einzel -Funktionen:

g{g yi(t)} = Zl <{ y(}

[ya(t) +yx(1)] O--moes ® [Yu(p) + Y2(p)]

11.6.2. Multiplikative K onstante

Die Laplace-Transformierte von Konstanten multipliziert mit einer Funktion ist die
Laplace-Transformierte der Funktion multipliziert mit der Konstanten.

ety = Ly}

cyt) O------- ® c*Y(p)

11.6.3. Additive Kongtante

Die Laplace-Transformierte einer Funktion plus einer additiven Konstanten ist die

Laplace-Transformierte der Funktion plus der Konstanten dividiert durch p. Beweis: Die
Laplace-Transformation einer Konstanten c ergibt c/p.

<{c} =

olo

Dy +c} = Ly} % y({t) +c O——--® Y(p) %
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186 11. Laplace Transformation

Hinweisund Vereinbarung: Bei der Anwendung der Laplace-Transformation in der Praxiswird mit physika-
lischen Einheiten gerechnet. Die unabhéngige Variable ist dabei die Zeit t mit “s’ als Einheit. Damit die
aufgezeigten Beispiele einfacher zu Uberblicken sind, wird ab diesem Abschnitt mit einer dimensions osen Zeit
t gerechnet. Dieses bewirkt auch, das die Kreisfrequenz w, dimensiondos wird.

Ubung fir Studenten wahrend der Vorlesung:

4 e O 4
p
3,_4 e O 3+ 4e2
p p+2
% 1 e O Scos(4t) - 1
p2+16 P
4+5 8 ® O 4sin(t) + 8~
p2+25 p+4
28,24 e O 48142 + 24t
p* p? 2
315 o---® 3.2
p? P
5sin(3t) + 4 o e >3 4
pz2+9 P
s o---® 12
p
15c08(8t) + 20 o e p 20
p2+64 P
44802 o 4,8
p p+2
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11.6.4. Ahnlichkeitssatz

gesucht: g {y(at)}
wasist das? Streckung von ain t-Richtung
bekannt: 2{y®} =Y(p)

oo

Hy(at)} = f y(at) ~e ™ dt

t=0
Substitution: at =u g -4 dt = du
a a
1 -ub
Hyar}y = = f y(u)xe 2du
au:O
1
d{y(at)} - —Y(E)
a a
ya) o e ly(E) (11.6)
a a
Beispid 1:
gegeben: cost) O--—-@ P
p*+1
gesucht: cos(at) O @ L. P@
a (p/a)?+1
L 6sung: J[cos(at)] = —P
p2 + a2
Beispid 2:
gegeben: snt) O---@ —*t
p*+1
2
gesucht: sn@) o e L. Lt .1, 4
a (pla>+1 a p?+a?
L ésung: sin(a) O---@ a
p2 + a2
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11.6.5. Verschiebungssatz

/N\ Ya(®) Ya(t)
y

—
Bild MA1134A
= t, —=
bekannt: ya(t), Ya(p)
Ya(t) = Ya(t-to)
gesucht: Y,(p)
Dyttt = f y,(t-t) e Pdt
t:t0

Substitution: t-ty=r1, t=1+t, dt=dt

S,E{ y]_(tito)} /‘ y]_(r) *e‘p(‘wto) dr
=0

Ly, (t-t)} = fyl(r)*e'p(m‘)) dr = fyl(r)*e‘m*e'pt‘)dr = e_pt"fyl(r)*e‘pfdr = e'ptOYl(p)
=0 =0 =0

Wy, (t-t)} = e oy (p) t,>0 (11.7)

Eine Verschiebung von y(t) um t, in Richtung der Zeitachse bewirkt im Bildbereich eine
Multiplikation mit e ™.

Anmerkung: Die Verschiebung im Zeitbereich kann physikalisch als Laufzeit gedeutet werden.

Beispidl: Férderband, Signallaufzeit. Daher erscheinen physikalisch sinnvoll nur Laufzeiten gréfer Null,
wel ches eine Verschiebung nach rechts bedeutet.
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Beispiel 1:
ml(t)
8 —
— t
Bild MA1165A
gegeben: Zeitverlauf  y(t) nach Bild MA1165A
gesucht: Y(p)
L dsung:
_ 8 _ =
y(t) = ?*r(t—S) = 4xr(t-5) =5
(t) o e *
p
— A% 4 -5p
y(t) = 4*r(t-5) O--—-@ —, €
p
Beispiel 2:
M(t)
3
— t
4 .
Bild MA1165B
gegeben: Zeitverlauf  y(t) nach Bild MA1165B
gesucht: Y(p)
L 6sung: Aufteilung in zwel Sprungfunktionen:

y(t) = 38(t) - 35(t-4)

vp) - 3% -3lew - 3l e
P p p

Verson 1.1 22. Dezember 2000
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Beispid 3:
¢y(t)
5-
— | — t —~
I T
4 8
Bild MA1165C
gegeben: Zeitverlauf y(t) nach Bild MA1165C
gesucht: Y(p)
L dsung:
5 10 5
t) = =r(t) - =r(t-4) + =r(t-8
y(® 4() 4( )+4( )
Yp) - 2L 1014 51 e
4p2 4 p2 4 p2
V() - L1267 o)
4p?
Beigpidl 4: (Studenten)
/]\ y(t)
5
3 —
2 J—
t —
| | '
2 5 10
Bild MA1165D
gegeben: Zeitverlauf  y(t) nach Bild MA1165B
gesucht: Y(p)
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11.6.6. Ddmpfungssatz

gegeben: ya(t) Ya(t) = ya(t)*e*
bekannt: Y.(p)
gesucht: YaAp)

g'E{yz(t)} = fyz(t)*e'ptdt = fyl(t)*e'at*e‘Ptdt
t=0 t=0
Yz(p) = f yl(t)*e-(p+a)t dt
t=0

p-p+a Y,(p) = f y,(t)+e 2 dt
t=0
Yo(p) = Yy(p+a)

Hy®)*e} = Y(p+a)

y(t)*e* O---@ Y (p+a) (11.8)

Beispiel 1;

gP‘l<i} -t

ge—].4 1 } _ t*e—at

Beispiel 2;

ge—l p
P+ ]
-1 pt+ta _ 4-at
: {W} -oos{e)
1

cos(,1)

Beispid 3:
w
g {sin(w,t)} = !
{ 1 } p?+ wi
2o esin() = ——t

(p +a) +w)

Fazit: Wird eine Funktion y,(t) gedampft (multipliziert) mit €%, so ergibt sich die Laplace-Transformierte
dadurch, dal3in der Laplace-Transformierten Y,(p) das“p” ersetzt wird durch “p + a’. Auch dieandere
Richtung ist nutzbar: Soll ein Ausdruck zurlcktransformiert werden und enthalt dieser p + a, so muf3
sich die ergebende Zeitfunktion mit € multipliziert werden.

Verson 1.1 22. Dezember 2000



192 11. Laplace Transformation

11.6.7. Faltungssatz

Es sall jetzt versucht werden, die Laplace-Transformierte des Faltungsintegral s aus Abschnitt 11.3.6

YO = [i@)y,(t - D) (11.5)
=0

zu bilden. Das Faltungsintegral (11.5) wird in die Transformationsvorschrift

Y(p) = f y(te P dt (11.1)
t=0

eingesetzt, wobei die geschweiften Klammern in (A) nur zur Ubersicht dienen:

Ye) = [ { [3@ vt v e }e-p‘ dt A

t=0 (=0

Bei einem Mehrfachintegral kann die Integrationsreihenfolge veradndert werden. Hier handelt es sich um ein
Doppelintegral mit variablen Grenzen. Die Doppel-Integration nach (A) geschieht tber die Integrationsvariablen
tund t. Das gesamte Integrationsgebiet der t-t-Ebeneist in Bild MA1167A einfach schraffiert dargestellt.

a) /|\ b)
t

Bild MA1167A

Im Teilbild aist diein (A) angegebene I ntegrationsreihenfol ge angedeutet. Der doppelt schraffierte Balken des
Teilbildes a reprasentiert das Integrationsgebiet der geschweiften Klammer von (A). Bel einem in der ge-
schweiften Klammer konstanten t-Wert erfolgt die Integration von t=0 bis t=t. Die 8ul3ere Integration tiber t=0
bis t=~ bedeutet die Aufsummierung der im Teilbild a doppelt schraffierten Balken tiber der Variablen t.

Im Teilbild b ist die Vertauschung der Integrationsreihenfolge angedeutet. Der doppelt schraffierte Balken des
Teilbildes b verdeutlicht bei konstantem t die innere Integration iiber t=t bist=«. Dieses sollte zur Ubersicht bei
der Umschreibung des Doppelintegrals (A) wieder in geschweifter Klammern erscheinen. Zur Bildung des
auReren Integrals missen die doppelt schraffierten Balken des Teilbildes b Uber ©=0 bis t=« integriert werden.
Damit ergibt die Vertauschung der Integrationsreihenfolge:

o t
Y(p) - f { f y,(T) y,(t-1) xe™™ dt}dr
=0
Der nicht von t abhéngige Term y,(t) ist fUr die innere Integration konstant und kann vor das innere Integral
gezogen werden:

t=1

? y,(t-T) xe P dt } dt (B)

t=1

Y(p) - f y,(t) {
=0
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Der Ausdruck der geschweiften Klammer in (B) soll diskutiert werden. y,(t-t) ist die um t verschobene Funktion

yi(t). Flir Wertet < t ergibt die Funktion y,(t-t) definitionsgemal’ Null. Somit kann die Integration auch bei Null
begonnen werden:

fyz(tfr)*e"’t dr = fyz(tfr) «e P dt ©)
t=1 t=0

Ein Vergleich mit (11.1) ergibt, daf3 das obere Integral die Laplace-Transformierte der um t verschobenen

Funktion y,(t-t) ist. Nach dem Verschiebungssatz (11.7) mul3, hierzu die Laplace Transformierte mit e ™o (to-
Verschiebung in t) multipliziert werden. Verschiebungssatz (11.7) und Definition der Transformation (11.1)
angewandt auf (C) ergibt:

fyz(rfr)*e'p dt = Y,(p) e (D)
t=1
Gleichung (D) wird in (B) eingesetzt:
() = [yi(®) {Yyp) e Jdlr
=0
Der von t unabhangige Term Y ,(p) kann vor das Integral gezogen werden:

Y(p) = Yy(p) *{ f AOECES dr} (E)
=0

Das Integral in der geschweiften Klammer in (E) ist nach (11.1) die Definition der Laplace-Transformation (nur
T angtatt t) fur y,(t):

f yy(t) e P dt = Y,(p) ()
=0

Einsetzen von (F) in (E) ergibt:
Y(P) = Yi(p) *Yop)

Fazit: Die Transformation des Faltungsintegrals zweier Funktionen ergibt die Multi-
plikation der Laplace-Transformierten der Einzelfunktionen.

Nach der oberen Gleichung sind die Funktionen auch vertauschbar. Mit der Definition des Faltungsintegralsund
(G) l&rt sich angeben:

yi(t) O---@ Yy(p)
Yot) O---@  Yy(p)

YO = [y@ytnd 0@ Y(p) = Yi(p)Y(p) (11.9)
1=0

y(t)

f V(D) xy,(t-t)dt  O---@  Y(p) = Yy(p)*Yy(p) (11.9)
=0
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194 11. Laplace Transformation

Anwendung des Faltungssatzes
Wenn bei der Ricktransformation Y (p) aus dem Produkt zweier Funktionen in p besteht und die Laplace-
Transformierte der Einzel-Produkte bekannt ist, kann y(t) mit Hilfe des Faltungsintegral s berechnet werden.

Beigpidl 1:
Y(p) = = * = Y1(p)<Yy(P)
(p+ a)2 (p+a) (p+a) 1 1
Yit) = e = yy(t)
t
YO = [¥i@)yt-)de
=0
yl(r) - e—‘:*a
yz(t’f) - g tla _ g-trayata
! t
y(t) = e‘f*a*e-t*a*er*adr _ e_t*afdr

=0 =0

y(t) = txe 2

i 1 = txe @t
(p + @)

Anmerkung: Beispid 1 ist mit Hilfe des Dampfungssatzes schneller transformierter.

Beispiel 2;

Y - —r - P v )y

Y, - pz(ilwi -0 () =sin(wy)

Y,(p) - % -0 ym=sp=1

%(3) = sinfwrt) VAt = (1)

vy - }yl(r)*yz(tr)dr - }sin(wlr)*s(tr)dr §t-t) = 1firt=0bist =t
=0 =0

t t
YO - [singm)dde - - ooswr) / - Yooty - 11 - 11 - costw,) ]
2o ©, =0 ©, ©,

Anmerkung: Lésung ware auch mit Partialbruchzerlegung mdglich.
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11.6. Rechenregeln 195

Beispid 3:

_ w, 1 w, _
Y(p) = — 7 —* 5 > 1(P) = Y,(p)
P (p° +w))  PT pTrw

Vi) - @0 yi(t)=sin(y)
p™ +w;
Y,(p) - é @O y,)=r()=t

Nach Beispid 1, Abschnitt 11.3.6 ergibt das Faltungsintegral der oberen zwei Funktion y, und y,:

sn(@) ¢

t
¥ = [y ft-rde - -
=0

o)
] 1

Damit ist die Laplace-Transformierte von Y (p) gefunden:
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196 11. Laplace Transformation

11.7. Differenzieren und Integrieren von y(t)

11.7.1. Differentiation

Gesucht ist die Laplace-Transformierte der Ableitung y'(t). In diesem Kapitel 11 wurde und wird weiterhin die
unabhangige Variable t betrachtet. In Abénderung der sonst iblichen Scheibweise soll in diesem Kapitel die
Ableitung nach der Variablen t mit Strich anstatt mit Punkt erfolgen.

dy
dt y

/

Die Laplace-Transformiertevon y” wird durch Einsetzen von y' in die Transformationsgleichung (11.1) gebil det:

Hy'r = [y'Oe™d
t=0
Das obere Integral kann mit Hilfe der partiellen Integration (siehe Kap. 7.7.2, MA 11) berechnet werden:

[f*f,dt = f5F, - [, *f,dt

o oo

ff, = fl*fz/ - [f+f,dt
t[0 t=0 t[o

f, = e” fy = -pre”

f2=y() f2=y(0)

zw%»ymw“/wfm€MWMt

B t=0

Hy'®} = -y(t=0) + p f y(t) <e P'dt

t=0

Ly (®)} =p*Y(p) - y(t=0)

y(t) O----@ p*Y(p) - Yo (11.10)

Die Laplace-Transformierte der ersten Ableitung erh@it man, in dem man die Laplace-Transformierte der
Original-Funktion mit p multipliziert und den Anfangswert bei t = O subtrahiert.

Differentiation im Zeitbereich bedeutet eine M ultiplikation mit p im Bildbereich.

Nochmaliges Differenzieren ergibt die Bildfunktion der zweiten Ableitung:

AUy O = ALY'O1F = p+IP=Y(P) - Yo(t=0)] - Y'(t=0) = p*+Y(p) - Py, ~ Yo

Ly (O} = p2YMP) - Py - Yo (11.12)
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Dritte Ableitung:

Ay = Aly"®1F = p+[PZYE) - PoYo - Yol - Yo = PZ¥Y(P) — P24Yo - P*Yo - Yo

L") = PPYE) - PP - PYo - Yo (1112

Vierte Ableitung:

y"() O--@ p*e¥(p) - pyo - PYo - Yy Vo (113
Allgemein:
YO} = p V) - Py - PRy e Py -y (11.14)
Zusammenfassung:
y(t) O----@ p*Y(p)- Yo (11.10)
y'(t)  O--@ p2:Y(p) - pxy, - o (11.11)
y"(t) O---@ p>Y(p) - p¥, - P+Yo - Yo' (11.12)
y"'(t) O----@ p*Y(p) - P2y, - PAo ~ P*Yo -~ Yo (11.13)
S{y™ O = p"+Y(p) - pMlay, - PRy p*yé” 2 yé” ol (11.14)
Beispiel 1:
gegeben: Yo=8
gesucht: 2{y (O}
L ésung: y:(t) O-mmnnm- ® P*Y(P) - Yo
yt  O------- ® p*Y(p) -8
Beispiel 2:
gegeben: Yo =10 Yo = 5
gesucht: Hy” ()}
L ésung: Y O--@ P2Y(p) - P+Y, ~ Yo
y') O o p*Y(p) - p*10-5
Beispid 3:
gegeben: yo =10 Yo = 8 o - 15 Yo =
gesucht: 9Ly (1)}
L ésung: Yy (1) O-----® PAY(P) - P34y, - P2Ye - PO - Yo,
y””(t) @ J—— ® pz*Y(p) _ 10*p3 _ 8*p2- 15*p -19
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198 11. Laplace Transformation

Beispiel 4:
gegeben: ft) =a*y" + a*y" + a*y" + a'y + a'*y
Yo Yo Yo Yo
gesucht: {y(t)}
L ésung: y () O @ PY(R) - P2y - P2Ye - PV -~ Yo
Yy () O-----@ P2Y(p) - P2y - P*Yo - Yo
y“(t) O-----@® P2Y(p) - P+Y, ~ Yo
y (1) O------- ® P*Y(P) - Yo
y(t) O------- ® Y(p)

111

FP) O @  a*[p*Y() -P*Ye - P*Yo- PYo - Yo ]

+a*[p* Y (p) DY - P - Yol
+a*[p* Y (p) “P*Yo - Yol
+a*[p*Y(p) - Yol
+a*Y(p)

F(p) = Y(p)*[a*p* + &*p* + a*p° + a* p+ &

-p2a, g - PAAYo + *Yl - PlagtYo * AtYo + Aol - [AFYo + 8gtYe + BYp + 8yl

11.7.2. Integration

DieLaplace-Transformierte einer nach t abgel eiteten Funktion ergab sich nach Kap. 11.7.1 durch Multiplikation
mit p. Versuch: Die Laplace-Tranformierte einer nach t integrierten Funktion

t

glt) = f f(t) dt
ergibt str: durch Division mit p.
Behauptung:
t
o} - z{ [ f(r)dr} - e
=0
Beweis. Differenzieren mit der Theorie aus Kap. 11.7.1 ergibt:

=0 =0

t 0
{9’} - p*if{ff(r) dr} - g(t=0) = p*? - ff(r) dr = F(p)

Damit gilt:

t
sf{ff(r) dr} - @ (11.15)

=0

Integration im Zeitbereich bedeutet eine Division durch p im Bildbereich.
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Beispiel 1:
gegeben:

gesucht:

L dsung:

Beispiel 2:
gegeben:

gesucht:

L dsung:

Beispid 3:
gegeben:

gesucht:

L dsung:

Beispiel 4:

gegeben:

gesucht:

L dsung:

Verson 1.1

y(t) = [z(t)dt
Y(p)

Yp) - 20
p

y(t) = [ [z(t)dt *dt
Y(p)

Yp) - 20
p

y (1) = ya(t) + [yo(t) dt + [ [ [ys(t)at *dt

Y(p)

Y®) - i)+ Y, - —Ys(p)
P p

) = i () + ya() + [yt
y,(t=0) = 4 y;(t=0) - 6

Y(p)

Y(p) = p?*Y,(p) ~ 4*p ~ 6 + Y,(p)*p - 7 +

22. Dezember 2000

11.7. Differenzieren und Integrieren von y(t)

Z(p)

Z(p)

Y1(p), Y2Ap), Ys(p)

Y1(p), Y2Ap), Ys(p)

yu(t=0) =7

Ya(P)

199



200 11. Laplace Transformation

11.8. L 6sen von linearen DGL n mit konstanten K oeffizienten

Die notwendige Theorie zum Lésen von linearen DGLNh mit konstanten Koeffizienten mit Hilfe der Laplace-
Transformation wurde in Einzelschritten in den vorhergehenden Abschnitten schon aufgezeigt. Im Kap. 11.8
wird die Theorie angewandt zum Lésen von DGLnN. Die Schritte dazu sind:

- Transformieren von y(t) und dessen Ableitungen in den Bildbereich

- Transformieren der Anregung vom Zeitbereich in den Bildbereich

- Umformen der DGL nach Y (p)

- Transformieren der Lésungsfunktion Y (p) vom Bildbereich in den Zeitbereich

11.8.1. DGLn 1. Ordnung

Die allgemeinelineare DGL 1. Ordnung mit konstanten K oeffizienten und Anfangsbedingung lautet:

y +ay=1(t) y(t=0) = yo

Die obige DGL wird in den Bildbereich transformiert:
pY(P)-Yo + aY() = HFp

und nach Y (p) aufgel 6st:
(p+a)*Y(p) =F(p) + Yo

F(P) + Yo
p+a

Y(p) =

F Y
Yp) - S0 o
ptra p+a

Der Ausdruck fur Y (p) wird wieder vom Bildbereich in den Zeitbereich zurticktransformiert, damit ergibt sich die
Losung der DGL unter Berlicksichtigung der Anfangsbedingung:

y(t) _ ge—l{ F(p) } + yo*e_at
p+a
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11.8. Lésen von linearen DGL N mit konstanten K oeffizienten 201

Beispiel:

gegeben: y + 4y =10*e* Yo=2

Transformation der DGL vom Zeit- in den Frequenzbereich unter Bericksichtigung der Anfangsbedin-
gung:

P<Y(p) - 2 + 4Y(p) - 10— L
p+3
Auflésen nach Y (p):
©+AYp) - 0 .o 10:2p+6
p+3 p+3

2p + 16

Yip) = P15
® - o904

Partialbruchzerlegung: (siehe Abschnitt 7.7.3 und 11.8.2)

A
Y(p) = —= + o
p+3 p+4
I NG K -
-3+4
_ _ 2(-4) + 16 _ +8
=-4 => S S -
P A2 -4 +3 -1
10 8
Y| _ _
() 5 3 prd

Ruicktransformation von Y (p) in den Zeitbereich:
y(t) = 10*e™ - 8*e*
Probe:

Dievallsténdige Probe ist erforderlich.

Anmerkung:

Die Bild-Funktion Y (p) ist in der Regel eine echt gebrochen rationale Funktion in p. Dieses ist sowohl bedingt
durch die Transformation der y und der Ableitungen der y als auch durch die Transformation der Anregung
bedingt, die nach den Tabellen in Abschnitt 11.5 echt gebrochen rationale Funktion in p darstellen. Die Rick-
transformation erfolgt in der Regel durch Partialbruchzerlegung.

Bevor nun im Abschnitt 11.8.3 die Berechnung von DGLn n-ter Ordnung aufgezeigt wird, soll im néchstem
Abschnitt 11.8.2 die Partialbruchzerlegung wiederholt werden.
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202 11. Laplace Transformation

11.8.2. Rucktransformation durch Partialbruchzerlegung

Die echt gebrochen rationale Funktion

b xp™+b_*p™+ . b*p?+b*p+ b
Y(p) _ m - m-1 — 22 1 0
p + an_l*p + az*p + al*p + aO

m<n

soll mit Hilfe von Partialbruchzerlegung zur Ricktransformation vorbereitet werden. Die in Kap. 7.7.3 (Ma-
thematik 11) aufgezeigte Anwendung wird wiederholt.

Zusammenfassung Partialbruchzerlegung:
1 Die n Nullstelen des Nennerpolynoms bestimmen: Pow:Pozs -+ Pon

2. Der Ansatz der Partialbruchzerlegung richtet sich nach der Art der Nullstellen. Folgende Arten von
Nullstellen kénnen auftreten:
- einfach redle Nullstelle
- mehrfach redlle Nullstellen
- einfach konjungiert komplexe Nullstelle
- mehrfach konjungiert komplexe Nullstellen

3. Die Koeffizienten des Ansatzes unter zwei sind zu bestimmen. Dabel gibt es verschiedene Verfahren:
- Zuhaltemethode (einfach, schnell, nicht fir jede Nullstelle mdglich)
- Bestimmte Zahlenwerte fir p einsetzen (wenn Zuhaltemethode nicht mdglich)
- Durch K oeffizientenvergl ei ch Gle chungssystem n-ter Ordnung aufstellen (aufwendig,
fehleranfallig)
4. Zurucktransformieren in den Zeitbereich

Die oben angefiihrten vier Punkte sollen in den néchsten vier Unterabschnitten behandelt werden.

11.8.2.1. Nullstellenbestimmung

Ein Polynom n-ter Ordnung weist n Nullstellen auf. Die Methoden zur Bestimmung sémtlicher Nullstellen eines
Polynoms wurde in Abschnitt 1.4.6 (Mathematik 1) vorgestellt und sollen hier nicht wiederholt werden. Auch
schon einige Taschenrechner stellen samtliche Losungen eines Polynoms bei Eingabe der Koeffizienten zur
Verfigung. Wichtig be iterativen Losungen: alle Lésungen finden, nicht eine Lésung irrtimlich doppelt
annehmen.
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11.8. Lésen von linearen DGL N mit konstanten K oeffizienten

11.8.2.2. Ansatze fir die ver schiedenen Arten von Nullstellen

Fur jede Nullstelle erfolgt ein Teilansatz, der sich nach der Art der Nullstelle richtet.

Teilansatz fur eine einfach reelle Nullstelle:

Al
Y(p) =
P~ P
Teilansatz fur eine k fach redlle Nullstelle: Poi =P = - = P
Y(p) = A + i 5 T + Ak—1k+ Akk
P~ Pn (p - po]_) (p - po]_) (p - po]_)

Teilansatz fur eine einfach konjungiert komplexe Nullstelle:

A xp +
e - P
pT +ap *+ &y

Teilansatz fur eine zweifach konjungiert komplexe Nullstelle:

Asp A . Agp + A,

Y(p) =
p?+ap+a (p*rap+ a)

Gesamtansatz:

203

Samtliche Teilansétze missen zum Gesamtansatz addiert werden. Bei einem Nennerpolynom n-ter Ordnung

miissen n verschiedene Koeffizienten vorhanden sein. Achtung: keine gleichen Koeffizienten.
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204 11. Laplace Transformation

11.8.2.3. Bestimmung der K oeffizienten A;

11.8.2.3.1. Zuhaltemethode

Mit Hilfe der Zuhaltemethode kdénnen bestimmt werden:
- die Koeffizienten von einfach redlen Nullstellen und
- der Koeffizient der héchsten Potenz von mehrfach redllen Nullstellen.

Dierestlichen Koeffizienten von Mehrfach-Nullstellen und K oeffizienten von komplexen Nullstellen kénnen mit

Hilfe der Zuhaltemethode nicht bestimmt werden.

Die mathematisch korrekte Methode zur Bestimmung des Koeffizienten A; der Nullstelle p,; mit Hilfe der
Zuhaltemethode lautet:

A YRR - P}

pOI

Der Praktiker fuhrt nicht den oberen Grenzilbergang durch, sondern hélt in der Partialbruch zu zerlegenden
Funktion die betrachtete Nullstelle zu und setzt fir p den Wert der Nullstelle (i-te Lésung des Polynoms) ein.

Beispid: (Zuhaltemethode)

. 13p + 31
gegeben: Y(p) = —————
(P+3)(p+ 2
gesucht: y(t)
L ésung:
Nullstellen: P = -3 Po; = -2
A
Ansatz: Y(p) - —2 + i
p+3 p+2
- _ 13(-3) + 31 -8
=Py =-3 = A== = - _— =8
P = Pa 1 3.2 ]
- _ 13(-2) + 31 5
=pp= -2 => =g 79 2 g
P = Po2 A, 5.3 1
Ergebnis: Y(p) = 8 ;9
p+3 p+2
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11.8.2.3.2. Methode: Bestimmte Zahlenwerte einsetzen

Nachdem der Gesamtansatz

Yp) - P PPl bbby A A A

p"ra xpTt i+ a,xp? rap +a, P-Pou P-Pp (p-pPy?

durchgeftihrt wurde, sollen alle Koeffizienten die nach der Zuhaltemethode bestimmbar sind, auch mit dieser
Methode ermittelt werden (schneller!). Fur die Ermittlung der restlichen Koeffizienten erfolgt die folgende
Betrachtung: Der obere Ansatz mul} fur ale p Werte gelten, also auch fur bestimmte p-Werte. Methode: Im
oberen Ansatz werden fir p bestimmte Zahlenwerte eingesetzt. Welche? Antwort: fast egal. Durch die Zuhalte-
methode sind die Nullstellen schon ausgewertet, also nicht mehr einsetzbar. Theoretisch sind sonst alle einsetz-
bar. Praktisch aber nimmt man die, dieden geringsten Rechenaufwand ergeben. Wenn nicht schon verwendet (als
Nullstelle) sind dieses:

p=0 p=1 p=-1 p=2 p=-2 usw.

Zur Bestimmung von k Koeffizienten miissen k bestimmte Werte eingesetzt werden.

Beispid: (bestimmte Zahlenwerte einsetzen)
11p? + 64 101
gegeben: Y(p) - P>
(p +3)(p” + 6p + 13)
gesucht: Partial bruchzerlegung von Y (p)
Ldsung::
Nullstellen: Py =-5 Pos = -3 %2
2
Ansatz: Y(p) = 1p” +64p + 101 A + AP A
(pr5)(p?+6p+13) P*5 p?+6p+13
Zuhaltemethode: p=-5 => A = 11+(-5)" + 64+('5) + 101 _ 7
(-5)? + 6+(-5) + 13
A
p=0 ensetzen: 01 A A
5+13 5 13
101 7
- 13 L) -2
& *( 5+13 5]
A
0 = 1 einsetzen: 1W+64+100 A At A
(1+51+6+13) 1+5 1+6+13
A - (Qr6e1z Weeari0l 7],
(1+5(1+6+13 1+5
Ergebnis: Y(p) = 7, 4p+2

P+5 p?2+6p+13
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11.8.2.3.3. Methode: K oeffizienten Vergleich (Gleichungssystem aufstellen)

Prinzip: Der Gesamtansatz wird gleich der gegebenen echt gebrochen rationalen Funktion in p gesetzt. Danach
wird mit dem Hauptnenner multipliziert. Der K oeffizientenvergleich der p-Potenzen ergibt ein Gleichungssystem
zur Bestimmung der Koeffizienten.

Beispiel: Koeffizientenvergleich

4p® + 47p? + 56p + 35

gegeben: Y(p) - b
(p +3)Ap” + 4p + 29)

gesucht: Partial bruchzerlegung von Y (p)

L dsung:

Nullstellen: P = -3 Po; = -3 Poss =-2%j5

Ansatz: Y(p) - 4p% +47p2 +56p + 35 A A, APTA
P+ p*+4p+29 (p+3* (P+3) p?+4p+29

Mit Hauptnenner multiplizieren:

4p° + 47p% + 56p + 35 = A (p* + 4p + 29) + A (p+ 3)(P* + 4p + 29) + (A + A )(p* + 6p + 9)
= Aqp? +4Ap  +29A,

+ AP+ 4A

+ 29A,p

+3A,0° +12A,p +87A,
+Ap° +6AP° +9Ap
+Ap  +6Ap +9A,

K oeffizientenvergleich der p-Potenzen ergibt:
4=A,+A,;
A7=A,+7TA, +6A; + A,
56 = 4A, + 41A, + 9A,+ 6A,
35=29A, + 87A,+ 9A,
Gleichungssystem in Matrix-Form angeben:

Al A2 A3 A4

0 1 1 0 A, 4

1 7 6 1 A, = 47

4 41 9 6 A, 56

29 87 0 9 A, 35
Gleichungssystem |6sen: A =7 A,=-4 A;=8 A,
Ergebnis:

7 -4 8p + 20
Y(p) - 2 i 2 2 2 2
P+3?* @P+3) (p?2+3?%+5

Kommentar:
Verson 1.1 22. Dezember 2000
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Durch das Multiplizieren mit dem Hauptnenner entsteht etwas gréRerer Aufwand. Die Fehlerwahrscheinlichkeit
wird grofier. Das obere Beispiel wére einfacher wie folgt zu |6sen:

_ 4433 2 _
A, nach Zuhaltemethode bestimmen: P = -3 => A = 4x3” + 47x3" - 56+3 + 35 _ 7

3 -4+3+29

3Wertein den Ansatz einsetzen:

p=0 => % _ 7, i =4
?Px29 F 3 29
A
p=1 = 4+47+56+35 7 A A N 4
(1+3)%1+4+29) (1+3?2 1+3 1+4+29 1+4+29
_ _ - A
p=-1 = 4+47-56+35 _ 7 A As 4

(1+3%1 4+29) (1+32 -1+3 1-4+29 1-4+29

87A,+ 9A, = -168
136A, + 16A, + 16A, = -96
52A, - 4A, + 4A, = -160

Auch die Lésung des aberen Gleichungssystems ergibt die oben schon ermittelte Ldsung.

11.8.2.4. Riicktransformation in den Zeitbereich

11.8.2.4.1. Einfach redle Nullstelle

Y() - @O0 Y - Axe™
P~ P

Beispid:

Y(p) - 5 ® - O y(t) = 5xe™
p+3

11.8.2.4.2. Mehrfach reelle Nullstelle

Der Ansatz fur die k fach reelle Nullstelle wird mit Hilfe von Tabellen (Kap. 11.5) und des Déampfungssatzes
(Kap. 11.6.6) zuriicktransformiert:

K K
tl 1

Y(p) = ® O (D) =

X; (P~ Ppy) X; G
Beispiel
o) - 4 6 ., 8 5

Pr2 (p+2? (P+2° (p+2)
y(t) = e+ G162, Bi2,02, D43 o2

1 2 3!
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208 11. Laplace Transformation
11.8.2.4.3. Einfach konjungiert komplexe Nullstelle

Der Ansatz der einfach konjungiert komplexen Nullstellen:

Ap+A
p? + ap+a,
wird mit Hilfe der Nullstellen

Y(p) =

2
2% Q .
p012:’?i T’aoz’?ij 8 -

- pOre t pOim

I

in Linearfaktoren zerlegt:

Ap+A AP+ A AP+ A

Y( - = =
(p) (p - pol) (p - poz) [p - (pore * jpoim)] [p - (pore B J poim)] [(p - pOre) + jpoim] [(p - pOre) B J poim]

Ap+A

Y(p) =
(p B pOrP)2 + pOZIm

(A)

Der Nenner muf3 mit Hilfe von Real- und Imaginérteil der Nullstelle umgeformt werden.

Einschub: Transformation von Sinus und K osinusschwingungen:

w

sin(w.t) O------@ !
p?+ wf

cog(@it) O----@ P
p?+ wf

werden die oberen Schwingungen mit e* gedampft, muf nach dem Dampfungssatz (Kap. 11.6.6) p durch p + a
ersetzt werden:

elsnwt)  O-@® e S (11.16)
(P+a)

etcogwt)  O-@ _phpra (11.17)
(P+a)? + wf

Wenn man die Transformation fiir sin(w,t) und cos(w,t) auswendig kann, ist esauch keine Schwierigkeit (11.16)
und (11.17) zu behalten. In der Transformation fiir sin und cos missen mit Hilfe des Dampfungssatzes nur “p”
durch “p+a’ ersetzt werden.

Der Ausdruck (A) mul so umgeformt werden, dal? p nur im Zusammenhang mit p - py. erscheint:

AP ~ Py . A, + APy
(p B pOrP)2 + p()zlm (p - p()rp)z + p()2|m

Y(p) = (B)

Dabe wird der Ausdruck der im ersten Term subtrahiert wird im zweiten wieder addiert. Der Ausdruck (B) wird
nun so umgeformt, da3 sich jeweilsein Faktor multipliziert mit einer riicktransformierten Funktion nach (11.16)
und (11.17) ergibt:

P~ Poe v Az + A1 pOre* Poim
P - pOrP)2 + pOZIm Poim (P - p()rp)z + p()2|m

YE) - - Az
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Der obere Ausdruck kann direkt mit Hilfe von (11.16) und (11.17) in den Zeitbereich zuriicktransformiert

werden:
A
y®) = = Al*eporet*cos(pomt) + =A2 o pore*eporet*gn(pomt)
0im
Beispid:
8p+20
gegeben: Y(p) = 2p=+
pc+4p+ 29
gesucht: y(t)
L dsung:
Nullstellen: Ppp = 2%+y/4-29 - 2+/-25 - -2%j5
Umformung: Y(p) = 8p+20 _ 8(p+2)+20-8+2 o (p+2) 4 5
(p+2?+5 (p+2°+ 5 (P+2°+5 5S(p+2?"+85

zurcktransformieren: y(t) = |8cos(5t) +% sn(5t)| e

11.8.2.4.4. Zweifach konjungiert komplexe Nullstelle
Der Ansatz furr die zweifach konjungiert komplexe Nullstelle

Ap + A . Asp + A,

Y(p) =
p?rap+a, (P*-ap+ay)

soll Laplace-transformiert werden. Der erste Summand des oberen Ausdrucks ist schon in Abschnitt 11.8.2.4.3
behandelt worden. Nur die Transformation des zweiten Summanden ist noch zu untersuchen. Damit die Herlei-
tung einfacher wird, kann erst ohne Dampfung (a, =0) gerechnet werden und danach ist dann der Dampfungssatz
anzuwenden. Esreicht aus, die folgenden zwei Ausdriicke zu transformieren:

Yp) - —P A

O A
1

Yp) - — = B

O ®)

Die Ausdriicke (A) und (B) kdnnen mit Hilfe des Faltungssatzes zurticktransformiert werden.

Ruicktransformation von (A)

1 w 1
Y(p) = i . & 5t ——— — — Y. ()Y,(p)
(p?+wi)? @1 pPie; pP-wp @1
Yip) - —P— ®--0O y(t) = cos(w,t)
p?+wy
W, i
Yo(p) = ®---O y,(t) = sin(wit)
p?+wi
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Mit Hilfe des Faltungssatzes (11.9) ergibt sich

t
YO - 2 [y @, de
(Dl =0

Yi(t) = cos(w;t)

Ya(t-1) = sinfow,(t-7)] = sin(wt -w,T)
Tabelle sin(e-P) = sin(e)*cos(P) - cos(a)*sin(P)
Ya(t-1) = sin(owst)* cos(w;T) - cog(wyt)* sin(w;T)

t
yt) = % f cos(w, 7) *[sin(w,t) *cos(w,T) - cos(w,t)*sin(w,t)] dt
1.0

y@t) =

t t
sin(w,t) f cosz(wlr)* dt - cos(w,t) f cos(w, T) *SiN(w,T) dr]
=0 =0

1
g

3 _1 +i i *
Tabele: f cos(cx) dx = > 5 sin(cx) * cos(cx)
Tabele: [ os(9) “sin(ex) o - L sn(o)
2c
yt) = i-sin(oo t) =* lr ¢ 1 sin(w,t) * cos(w,T)} — cos(w,t) * 1 *SiN%(w,T) t
W, | ! 2 2w, ! ! ! 2w, ! t=0

11, . . 1 . 1
yt) = Tl‘?t*sn(wlt) + Snz(wlt)*cos(wlt)* 20, - cog(w,t) = Snz(wlt)* 2(1)1}
1 .
y(t) = —1t *x sin(w,t)
Z(Jol
Ergebnis: S 0---O 1 t x sin (w,t)
(p? + ;)2 2w,

Nach der gleichen Methode kann der Ausdruck (B) transformiert werden:

Er gebnis % -0 L snw) - wteoos(y]
(p” + w)) 20,
+ A
Lf -0 Ay ! tsin(w,t) + A, % [sin(w,t) -~ wt+cos(@,1) ]
(p? + wy)? 20, 2wy

Anwendung des Dampfungssatzes auf den oberen Ausdruck ergibt:

App A, Ag(pra) + (A - Asa)

®---O
[(p + &)+ w))? [(p + &)+ w))?
al Ps, A, - Agxa
e t{gltsm(oolt) + 42Tf [Sn(wlt) - wlt*cos(wlt)]

(11.18)
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11.8.3. DGLN n-ter Ordnung

Schema und Vorgehensweise
Die allgemeine lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten K oeffizienten
"+ ety ety aty +ay = (1)

und den Anfangsbedingungen

¥(0) = ¥y YO = Yoy -y

wir Laplace-transformiert:

P*Y(p) + &P (p) + ... &*PPY () + &k p* Y (p) + &t Y (p)

+byap™ + byp? + bip + by = L{f(O)}

Die Terme mit den Koeffizienten b, resultieren aus der Zusammenfassung der n Anfangsbedingungen. Aufgel st
nach Y (p) ergibt sich:

L{f®)} - b, p" - b, ,p" %~ ....b,p?-b,p- b,

Y(p) - n n-1 2
p + an—l*p + a2>kp + al*p + aO

y(t) als Lésung der DGL erhdlt man durch Zuriicktransformation:

y(t) =LY ()}

Durch die Laplace-Transformation wird die DGL fur y in eine algebrai sche Gleichung mit der Bildfunktion Y (p)
Uberfuhrt. Dietransformierte DGL wird nach Y (p) aufgel6st und in den Zeitbereich zurticktransformiert.

Weil auch die Laplace-Transformation der Anregung f(t) in der Regel eine echt gebrochen rationale Funktion in

p ergibt, ist Y(p) in der Regdl eine echt gebrochen rationale Funktion in p, die mit Hilfe von Partialbruch-
zerlegung (Abschnitt 11.8.2) zuriicktransformiert wird.
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212 11. Laplace Transformation

Vergleich mit Losung im Zeitbereich

Die Laplace-Transformation der DGL
"+ an Yyt ety Aty +ay = (1)

ergab:

YE) = — n_'j(p) * G(lo)2
p + an—l*p + az*p + al*p + aO

DieDGL im Zeitbereich geht mit Hilfe der Laplace-Transformation Uber in einealgebraische Gleichungin p, die
mit Hilfe der Partialbruchzerlegung in den Zeitbereich zuriicktransformiert werden muf3.

Die Nullstellen des Nennerpolynomsin p sind dabel zu bestimmen:

PP+ aup™t e’ + 8 =0 (A)

Homogene L ésung der DGL im Zeitbereich
Wiederholung aus Kap. 10: Zur Lésung der homogenen DGL

Yoo * 8y Yiom ety v ay’ vag = 0

muldten die Nullstellen des charakteristische Polynomsin A bestimmt werden:
A+ aA™l L ah’+ =0 (B)

ErgebnisdesVergleichs:

Sowohl bei der Ldsung im Zeitbereich alsauch mit Laplace missen dieNullstellen eines Polynomsn-ter Ordnung
bestimmt werden.

Laplace: inp nach (A)
Zeitbereich: ini nach (B)

Die Nullstellen ob p, oder ., werden auch Eigenwerte genannt. Nach Abschnitt 10.12 miissen die Nullstellen der

Eigenwerte in der linken Halfte der komplexen Ebene liegen, damit die Losung stabil ist. Auch das Hurwitz-
Kriterium (Kap. 10.12) 183 sich auf das Nennerpolynom in p anwenden.
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Beispiel 1:
gegeben: y"' + 12y' + 32y = 160

Yo = 8 Yo=-36

L aplace-Transformation;

2y} =p*Y(P) - P*Yo- Yo = P*Y(p) - 8p + 36
Ly} =p*Y(P) - Yo=p*Y(p) -8

2y} =Y(p)

12[p-Y(p) - 8] + 32Y(p) - %0

+

[p*+Y(p) - 8p + 36]

Auflésen nach Y (p):
160 160

Y(p)[p? + 12p + 32] = —= + 8p - 36 + 1248 = +8p + 60
p
2
Y(p)[p2 + 12p + 32] - 2P+ 60p + 160
p
2
Yp) - 8p“ + 60p + 160
plp + 12p + 32]
Partialbruchzerlegung:
Nullstellen Nenner: Pu=0 Pops = — 6%¢/36 - 32
2
vp) - 87604160 A A A
pp+AHpP+8 p pt4 p+8
160
=0=> A = =5
P T 448
8+16 - 60«4 + 160
=-4=> - = -
P As -4x(-4+8)
p=-8=> C - 8+64 - 60«8 + 160 _6
(-8)(-8+4)
5 3 6
Y| i +
() o P4 pr8
Rucktransformation in den Zeitbereich: y(t) =5 - 3e* + 6e®
vollsténdige Probe: wird empfohlen
Beigpiel 2: (Studenten)
gegeben: y"' +10y' + 24y = 120
Yo =2 Yo=4
Ergebnis. y(t) =-7e* + 4e% + 5
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214 11. Laplace Transformation

Beispid 3:

gegeben: y' + 4y + 13y = 40cos(t)
Yo =9 Yo=0

siehe auch: Beispid 2, Kap. 10.7.2

Laplace-Transformation der DGL und Umstellen nach Y (p):

y O---@ Y(p)
O ----@ P*Y(P) -Yo=p*Y(p) -5
y 0@ PZ<Y(P) - Yo*P - Yo = P*<Y(p) - 5p
40cos(t) O @ 40P
p?+1

[p?+Y(p) - 5p] + 4[p=Y(p) - 5] + 13Y(p) = p‘;&

+

40p ' 5p+ 445 - 40p + (5p + 20) (p%+ 1)

Y(P)[p® + 4p + 13] - — 2
p+1 (P=+1

5p% + 20p? + 45p + 20

Y(p) = = 5
P+ (P +4p+ 13

Nullstellen des Nenner s bestimmen:
Po = %1 Py = ~2%y/4-13 - -2%j3

Partialbruchzerlegung:

5p° + 20p? +45p + 20 _ AP A AP A

Y(p) = == 5 i .
P+ (p +4p+ 13 pc+1 pc+4p +13
A
p:0:> 20 :2+=4
1+13 1 13
p=1=> 5+20+45+20 A1+A2+ A+ A,
1+ (2+4+13) 1+1 1+4 +13
p=-1=> 5+20-45+20 7A1+A2+ A+ A,
1+1)(1-4+13 1+1 1-4 +13
p=2=> 5«8 + 20%4 + 452+ 20 _ 2*A1+A2+ 2+A, + A,
(22+1) (4 + 4+2 +13) 2,1 4+ 4+2 113
13A,+ A, =20

18A; + 18A, + 2A; + 2A, =90
_10Al + 10A2 - 2A3+ 2A4 = '10
50A, + 25A, + 10A, + 5A, = 230
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Gleichungssystem in Matrix-Form angeben:

Al A2 A3 A4
0 13 0 1 A, 20
18 18 2 2 A, 90
-10 10 -2 2 A, -10
> 2 10 5 A, 230
Gleichungssystem |¢sen:
A1:3 A2:1 A3:2 A4:7
Ergebnis der Partial bruchzerlegung:
g - 3P, 2047 g p 1 2(0+) 7-2:2 3
p2+1 (p+2)2+32 p2+1 p2+1 (p+2)2+3 3 (p+2)2+32

Rucktransfor mation:

y(t) = 3co5(t) + sin(t) + €2* [2c08(3t) + sin(31)]

Beispid 4 (Studenten)
gegeben: y' + 6y + 34y = 68

Yo =8 Yo=7
Ergebnis: y(t) = 2 + e¥[6c0s(5t) - 5sin(5t)]
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Beispid 5:

gegeben: 2y" + 8y + 8y =12e? + 14e™
Yo =95 Yo=15

y'+4y +4y =6e”+7e*

Laplace Transformation der DGL :

y" O---@ P2+Y(P) - Yo*P - Yo = P>*Y(p) - 5p - 15
y O ----@ P*Y(P) -Yo=p*Y(p) -5
y O----0 Y(p)
6 7
[p?+(Y(p) - 5p - 15)] + 4[p*Y(p) - 5] + 4Y(p) - +
p+2 p+3

2

YO)p2 +4p 4 - -8 v T .spi35 - 8(+3+7(p+2) +(5p+ 35 (pT+5p+ 6
p+r2 p+3 P+ +3I
Y(p) - 6p + 18 +7p+ 14 + 5p3 + 35p? + 25p2 + 175p + 30p + 210
P+2)(p+3)(p>+rap+4)

Nullstellen bestimmen: p,, = -2 Pz = -3 Pozg = ~2+y/4-4 = -2

Partialbruchzerlegung:

Yp - Preoptrouspia2 A A A A
(p+2°(pP+ 3 P+2° (P+2* pP+2 p+3
p:_2 = A1 _ - 5«8 + 604 - 2182 + 242 -6
-2+3
p=-3=> A, - — 5+27 + 60+9 - 218+3 + 242 _ 7
(-3+2°
p:0:> 242 :i‘f’i‘f’i‘f’l
2+3 2 22 2 3
p:1:> 5+60+218+242:i+2+$+l
3%x4 ¥ 3P 3 4
6A, + 12A, =168 12A, + 36A; =312
A2: 32 A3: -2
Ergebnis der Partialbruchzerlegung: Y(p) = 6 + 32 + 2 + I
P+2® (p+2® Pr2 pr3
Ergebnisder Ricktransformation: y(t) = e®*[3t2 + 32t - 2] + 7e*
Beigpiel 6: (Studenten)
gegeben: y" + 4y + 40y = 200
Yo =7 Yo=20
Ergebnis: y(t) = 5 + e?[2* cos(6t) + 4*sin(6t)]

weitere Aufgaben rechnen
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11.9. Systeme von linearen DGL n mit konstanten K oeffizienten

11.9.1. n-verkoppelte DGLN 1. Ordnung

Drei verkoppeltelineare DGLn 1. Ordnung mit konstanten K oeffizienten in allgemeiner Form werden in Matrix-
Schreibwei se angegeben:

y1/ A, Ay 3| (V1 g,(t)
Va| = 31 2% an| | V2| + ]GO (11.19)
Ya 83 83 3) | Y3 (1)

Mit den Vektoren und Matrizen

Y1 Y1 9, ap ap a3
y = v y=1Y g-=19 A=18 & a5y
y3’ Y3 93 A Ay g3

183t sich die allgemeine Schreibweise eines Systems von n-verkoppelten linearen DGLn 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten angeben:

V' = Ay + g(t) (11.20)

mit den Laplace-Transformierten in Vektor-Schreibweise

Y,(p) Gy(p)
Y(p) - | Y.(P) G(p) - | GAP)
Y5(p) G4(p)

wird die obere Matrixgleichung Laplace-transformiert:
E-<Y(p)<p - Y(0) = A=Y(p) + G(p)
Nach \7(p) aufgel6st ergibt sich:

Y(p)+[p+E - A] = G(p) +Y(0)

Y(p) = [p<E - AI™G(p) +Y(0)] (11.21)
Dieses ergibt fir den Bildvektor und seinen Komponenten einen Ausdruck in p der zurticktransformiert werden
mul3. Die Schwierigkeit besteht hier in der Inversion einer n mal n Matrix, die nicht nur Zahlen, sondern auch die

Laplace-Variable p enthélt. Die numerische Ldsung ist nicht chneweiteresmdglich. In allgemeiner Schreibweise
lassen sich die Losungen fir alley; in Matrix-Schreibwei se angeben:

y(t) = 2 H[p<E - AI*<[G(p) + YOI} (11.21)
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Beigpiel

gegeben: y; = -5y, + 3y, + 10
Y2 = 1y - 3y,
y1(0) =2
yA0) =3

L dsung:

1 0]\? (%@ (5 3]\? [10]1
0 1) PP 0 |1 -3 ® 1 o)p
pr5 3) o (1011 (2
1 p+3] ® (0]6 [3)

— +3 3 10+2]
Yp) - : k ]1( p)
E+5pP+3 -3 1 p5) pl 3p

Y©) 1 ((p+3)*(10+2p) +343p ] Yi(P)
P -
p[p? + 8p + 1] (10+2p) + (p+5)3p Y(P)
2
v,(p) - 2P~ 125+ 30 =y - 2+ 3enpew
p(p? + 8p + 12) 2 2
2
Yz(p) = M = y,(t) = 2 + ie—zt N ie—st
p(p? + 8p + 12) 6 2 3

Die oberen zwei Bildfunktionen Y(p) und Y ,(p) wurden mit Hilfe von Matrizen, Vektoren und Laplace be-
rechnet. Die hier nicht durchgefihrte Partialbruchzerlegung ist schon bekannt.
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11.9.2. Diskrete Werte-Berechnung

Behauptung: Bei dem linearen DGL-System (11.20) mit konstanten K oeffizienten

y = A<y +g(t)

|83t sich der Zeitverlauf zu diskreten Zeitpunkten t; = k* At bel abschnittsweiser konstanter Anregung (Uber At)

wie folgt berechnen:

Y (KAt = M+ (k-1) + M+ (k-1)

Beweis: Die Lésung von (11.20) ergab:

Y(p) = (p+E - A)THH(0) + [p+E - AI"H+G(p)

mit abschnittsweise Konstanten g(t) = g(t=0)
9,(0)

50 - const - o) - |
9.0

folgt die Laplace-Transformation:

G(p) = 5(0)

ol

Damit kann angegeben werde:
Y®) = (p+E - A) Ly (0) + [p+E - K]**%*@(O)
Die Ricktransformation ergibt:

YO - LYEE - A7)+ {%{p*E‘ . A_]'l}g(O)

= 9 (p=<E - A)Y "V + gl 1 «E - A]? *
V@) - 4H(pE A }/tAt v i A }/tm 90)

Der Vergleich mit der oberen Gleichungen (A) und (B) liefert:

My - 97 (p+E - A)Y / o

— _ ~.1 1
M ot +E - A) k=
2 {(p ) p}/tAt

(11.23)

(A)

(B)

(11.24)

(11.25)

Ml wird die Transitionsmatrix genannt. Dieses Verfahren wird besonders eingesetzt bei Online-Berechnungen

von DGLn
- Prozef3berechnungen und Regelung
- Simulatoren
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Beispiel:
eben: AR I 10 7 - |2 At=0.1
. = * + - =0.
g€eg y 1 .5 y 0 Yo 3
gesucht: M, , M, fiir y(kAt) = My (k-1) + My=g (k-1)
Vergleich o R 10
ergieicn. = =
g 1 g 9 0

Nach (11.24) kann Ml berechnet werden:

e sl b (2 )
L P t-At Plo1) |1 s t-At
_1 B
R T S TR e e
1 p+5 t=At (p2+8p+12) -1 p+3 t=At

p+5 -3 34 14 34 34

v _gi| PrAC@ 6 (2P 6 41| P2 Pr6 pr2 prb o

! -1 p+3 At a4 14 i | N
P+2(P +6) (p+ 2P+ 6 p+r2 p+6 p+2 p+6

o1 (3™ + 1xe %Y (-3xe A+ 147 0.7513 -0.4768
toa (-1re s 14e 0 (14 340 [ At-01 | -0.06748 0.6163

Nach (11.25) kann Mz berechnet werden:

p+5 -3
v, - gt (peE - A‘)-l*i g PP +6)p (p+2(p+6)p
2 pj/ t=At -1 p+3 t=At

P+2dpP+6p (p+2p+6)p

Dieinnere Klammer d_es oberen rechten Ausdrucks kann schnell angegeben werden, weil der Ausdruck (A) bel
der Berechnung von M, in der inneren Klammer nur durch p dividiert werden muf3.

-38  -124 512 3/8 -1/8  -1/4
+ + +

.
_ pt2 pr6 p pr2 ptr6 p
s | -4 -u12 U8 U8 VA [ a1

ptr2 p+6 p ptr2 p+6 p

— 1 [(-9xe™ - 14T 1+ 10) (9xe7 - Bxe™ - ) [ 0.08678 -0.01158
24\ (3+e - 14e™0M - 2) (-3xe72t- 34, 6))[ t=0.1 {-0.00386 0.07908

Ergebnis:

y,(k + 1) 0.7513 -0.4768) ( Y1(K) 0.08678 -0.01158) ( 10
= +
y,(k +1) -0.06748 0.6163 | | y,(k) -0.00386 0.07908 | { 0
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11.9.3. Gekoppelte DGLN héherer Ordnung

Prinzip:

Gekaoppelte DGL N héherer Ordnung bestehen aus mehreren DGLn fir mehrere Variable. Die Ableitungen in den
DGLn weisen eine héhere Ordnung als 1 auf. Die DGLn werden alle Laplace-transformiert. Dieses ergibt ein
lineares Gleichungssystem fir die Bildfunktionen der Variablen. Im Gleichungssystem ist auch die Laplace
Variable p enthalten. Das Gle chungssystem wird nach Bildfunktionen aufgel dst und in den Zeitbereich zurtick-
transformiert.

Beispiel:
gegeben: y'+172+8y=0 y(0) =1 y'(0)=0
Z'+3y'+182=0 z()=0 Z(0)=0
L aplace-Transfor mation: P*Y(p) - p+ 17pZ(p) + 8Y(p) =0
P*Z(p) +3p*Y(p) - 3+18Z(p) =0
_ (P>+8)  17p [Y(p)] [p)
Umformung: =
3p (p?+18) \Zp) 3
Auflésung nach Y (p) und Z(p):
Y(p)] ) 1 (0218 -17p [p]
2p)  (p?+ 8P+ 18) - 3p<17pl -3 (p2+§) (3

Y(p) - p3+ 18p - 51p B p3-33p

p*+8p2 + 18p? + 144 - 51p?  p* - 25p% + 144

-3p? + 3p2 + 24 24
Ap) - 4p . S - T3 2

p* - 25p° + 144 p* - 25p° + 144
Partialbruchzerlegung von Y (p) und Z(p):
Nullstellen des Nenners
p. = 125+ 1257 - 144 = 125+ 35
Po = 16 Py = 4 P = 4
p0234:9 Pos = 3 P = 3

3

Y(p) - p® - 33p A A A A

P-DYp+DpP-3p+3) p-4 p+4 p-3 p+3

Z(p) - 24 _ B, N B, N B, N B,
P-Hp+DP-3)pP+3) p-4 p+4d p-3 p+3

Zuhaltemethode (RN = Restnenner)
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p=+4 RN=(4+4)(4-3)(4+3)=81*7=56

p=-4 RN=(-4-4)(-4-3)(-4+ 3)=(-8)*(-7)*(-1) = -56
p=+3 RN=(3-4)(3+4)(3+3)=(-1)*(7)*(6)=-42
p=-3 RN=(3-4)(-3+4)(-3-3) = (-7)*()*(-6) = 42

Beispidl: A;-Berechnungp=4=> A, = (4®- 33*4)/RN = - 68/56

~ -68/56 = 68/-56 @ -72/-42 72/42 _ 24/56 24/-42  24]42
Y(p) = + + + Z(p) = T + i
p-4 p+4a p-3 p+3 p-4 p-3 p+3
17 1 17 1 12 1 12 1 31 4 1 4 1
Y(p) = - - + + Z(p) = - - +
14p-4 14p+4 T7Tp-3 7p+3 7p-4 7p+4 7p-3 7p+3
Rucktransfor mation:
y() 4t B 17 e 12 e 12 *e—3t Z(t) + i*e i*e + i*e_?’t
14 14 7 7 7 7
y() _ { (e4t + e—4t)} 4{1(e3t _ e—3t)} Z(t) _ E{ —4t} { —3t)}
2 712
y(t) = —=cosh(4t) + =cosh(3t) z2(t) = 2S|nh(4t) - =S|nh(3t)
7 7 7 7
Prabe:
y(t) - —£cosh(4t) + ﬁoosh(:;t) A(t) - %sinh(4t) - %sinh(St)
v - 7=S|nh(4t) + ?smh(St) 2(t) - ﬁoosh(m) - ﬁoosh(:;t)
y'(t) - —ﬂcosh@t) 2=;6cosh(3t) 2'(t) - S|nh(4t) ?s nh(3t)
17 24 7
t=0)=--—+ ==-=-=1 z(t=0) =0
y(t=0) oS (t=0)
e e w24
y(t=0)=0 z'(t=0) = E2 aleA.B. OK
1. DGL Uber prifen: T*(y"'+ 172+ 8y) =0
-272*cosh(4t) +  216*cosh(3t)
+17*24* cosh(4t) - 17* 24* cosh(3t)
+8(-17)*cosh(4t) + 8*24*cosh(3t) =0
-272+17%24-8*17=0 216-17*24 +824=0 => OK
2. DGL Uberprifen: 7(z'+3y'+182) =0
96*sinh(4t) -  72*sinh(3t)
+3*(-68)*sinh(4t) + 3*72*sinh(3t)
+18*6*sinh(4t) + 18(-8)*sinh(3t) = 0
96-3*68+18*6=0 -72+3*72-818=0 => OK

= alle Bedingungen erfiillt
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11.10. Grenzwertsétze 223

11.10. Grenzwertsatze

Behauptung ohne Herleitung:

y(t=0) = g)[m [p*Y(p)]

y(t~) = lim[p«Y(p)]
p-0

Der Beweisist etwas umfangreicher, darauf soll verzichtet werden.

Beispid 1.
b b

gegeben: Y(p) = ZOIJ%

prrapta
gesucht: ohne Transformation y(t) = 0 und y(t-<)

b
b1 v 0
y(t=0) = lim p*2b1p=+bo Slim P _p
po| PRraprg| peeg A &
P p2
2
y(t-) = lim p*M = lim M =0
p-0| p?+ap+a| p0Op’+ap+a

Beispid 2

3p2+6p+8
gegeben: Y(p) = %

p(p” + 8p + 4)
gesucht: ohne Transformation y(t) = 0 und y(t-<)

2

y(t=0) = lim pw -3

p-= p(p?+ 8p + 4)

2
y(t-~) = limp3P_*6p+8 8 _,

p-0 p(p*+8p+4) 4
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224 11. Laplace Transformation

11.11. Die Impulsfunktion &(t)

Anderer Name:  Dirac-Impuls, Diracsche Funktion
Definition:
Die Impulsfunktion d(t) ist definiert mit folgenden Eigenschaften:

- nur bei t = 0 von Null verschieden
- Amplitude unendlich

- Breiteinfinitesmal klein

- Impulsflache 1s

Anschaulich darstellen 183 sich der Impuls entweder durch ein Rechteck oder durch eine e-Funktion der Fléache
1s.

Beschreibung des Impulses mit Hilfe von e-Funktionen

yl(t) _ e—t/‘: = Al _ /‘e—tlr dt = T*e—t/r/to _ fr[e"” _ eO] -1
t=0 B

yo) - L8et = A -Levd-1s
T T o

Bild MA1111A verdeutlicht den Einflul? von kleineren t. Bei kleiner werdenden t steigt die Amplitude und die
Impulsform wird deutlicher.

8 8
) F)
b) ©=0.25s ¢) 7=0.125s
4 4
J 0 J 0 ] )
2 0 1 2 0 1 2
tins tins
Bild MALL11A: y(t) - ~Se
T
§ _h 1s -tlt
(ty = lim {—e } (A)
0T

L aplace-Transformieren von &(t)

dim LS g et~ aimldS L} imjis —1 | - 15
-0 T T T 1 T ’E*erl

p+=
T

L{a(t)} = Sﬁ{iim
0

—

E e—t/‘:
T

5(t) —O-—-@ 1s
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11.11. Die Impulsfunktion (t) 225

Beschreibung des Impulses mit Hilfe von Rechtecken

Bild MA1111B zeigt Rechtecke mit der Fléache 1 s.

8
1 P 7,=0.125s
7,=0.25s
6 %,=0.5s
4 b4l
2 Y3 ]
o - tins
SR ;
Bild MA1111B

YO - 22440 - s(2)

3(t) - lim {y(v) - 'im{E [50) - s(r)]}
-0 T

olT

(A)

Laplace-Transfor mieren von &(t)

2{3(0} - ﬁ{“m(ﬁ[s(m s(r)]] } - Iim{Esf[s(O) s(r)]} ~ lim {15(11e—m]}
o\ 7 ol = 0 p

T T

o) - lim {El[lmJﬂz (<), .. )]} ~ lim
0 | TP] 1 2! 3!

lim
-0

<{o(t)}

2
1s* 17%+@+ ....... ]]ls

o(t) O------ ® 1s

Praktische Anwendung der Impulsfunktion:
- Einschalten einer idealen Spannungsquellean C

- Kraftstol3 in der Mechanik
- Impulsantwort in der Regelungstechnik
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Anhang
Aufgaben

Aufgabe9.1.1
Einigeder auf den Arbeitshléttern MAII-2 bisMAII1-12 dargestel Iten periodischen Funktionsverlaufe sollen mit

Hilfe einer Fourier-Reihe angepaldt werden.

a) redlle Fourier-Reihe

b) komplexe Fourier-Reihe

C) einen Koeffizienten exemplarisch mit Hilfe der numerischen Fourier-Analyse

Aufgabe 9.1.2
Die auf Arbeitsblatt MAIII-4 dargestellten Funktionen weisen eine Periodendauer von T = 60 us und eine

Impulsdauer von T; = 10 pus auf. Geben Siedie Fourier-Reihein t an. Verwenden Siedie auf Arbeitsblatt MAIIT-4
gegebenen Informationen.

Aufgabe9.1.3
Fir den dargestellten Verlauf y(t) sind die Fourier-K oeffizienten a,, b, und a, zu berechnen.

TV

12

— tinms
I T
5 10 20 25

&y b -

y(t) = = + Y a rcostkwgt) + Y by rsin(kw,)
2 i k=1

Geben Siedie Reihe bisk = 7 und w, an.
Hinweis. Die Reihe mit Hilfe des dargestellten Koordinatensystems zu berechnen, ist sehr aufwendig.

Die Wahl eines anderen Koordinatensystems ist ratsam.

Aufgabe9.1.4
Fir den dargestellten Verlauf y(t) sind die Fourier-Koeffizienten a,, b, und a, zu berechnen.

a) Bestimmen Sie a, b, und &, alge-
i . mein for:
L tinms
01 2 é Ai 5 6 7 g 9 1|o ]I_'L
&y b -
y(t) = = + Y a +costkwgt) + 3 by rsin(kw,)
2 i k=1
b) Geben Siedie Reihe bisk = 7 und w, an.
Hinweis. Die Reihe mit Hilfe des dargestellten Koordinatensystems zu berechnen, ist sehr aufwendig.
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Die Wahl eines anderen Koordinatensystems ist ratsam.

Aufgabe9.2.1

Der Zeitverlauf

yit)=0 t>-t,undt>t;
y(t) = h(1 + t/t) -4, <t<0

y(t) = h(1 - t/t) O<t<ty

soll auf seine Freguenzanteile untersucht werden. Bestimmen Sie das Fourier-Integral y(w)

Aufgabe 9.2.2

Der Zeitverlauf

yit)=0 t>0undt>,t;
y(t) = -1 -(t/t)? O<t<t,

soll auf seine Freguenzanteile untersucht werden. Bestimmen Sie das Fourier-Integral y(w)

Aufgabe 10.2.1
Man klassifiziere die folgenden DGLn nach:

- Ordnung,

- linear/nichtlinear

und bei linearen DGLn zusétzlich nach:

- homogen/nicht homogen

- konstanten/nicht konstanten K oeffizienten.

a) y' +yx' = 4x b) Y XY+ XY 4y = 6x°
o0 vy ex=0 d  y+y+y=sn)

y//
€) S-+y=0 f) y'+y+y=0

y

Aufgabe 10.2.2
Man klassifiziere die folgenden DGLnN nach:

- Ordnung,

- linear/nichtlinear

und bei linearen DGLn zusétzlich nach:

- homogen/nicht homogen

- konstanten/nicht konstanten K oeffizienten.

a) 2y2+y':3x b) VX +Y -3 =0
©) y'y'+y =0 d) y=x2 + fxxy’ 4 X2y’ = 0
€) lerW*Xer/*X?’*COS(X) -0

X

Aufgabe 10.2.3
Bilden Sie von den folgenden linearen, inhomogen DGL n die homogene DGL.
/
g  y+y'=sinK) y+L-x2-o0
X

C) y' + 3y + 4x2 = cog(x) + y" d) XY+ xy" + X2+ Xy = &

Aufgabe 10.3.1 (Zusatzaufgabe)

Von den folgenden DGLnN 1. Ordnung soll die Ldsung grafisch ermittelt werden. Die Steigung y' = f(x,y) soll in
dasKennlinienfeld der x-y-Ebenefir verschiedene Punkte (x,y) eingezei chnet werden. Ausden Steigungenistdie
Kurvenschar zu skizzieren. (Analytische Lsung ist in Aufgabe 10.4.1 gegeben)

a) y-x*ty =0 b) y =xly
0) y+y=1 d) y +x*y’=0
e y -x*y=0 f) Y+ e*x*y? =0
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Aufgabe 10.3.2
Bilden Sie die DGL der folgenden Kurvenscharen.

1
a) y = C /X ¢, b) y = C*

x?+c,
Aufgabe 10.4.1
Die folgenden Lésungen sind durch Probe vollsténdig zu Uberpriifen.
DGL Anfangsbedingungen Losung
a [y-xy =0 Yo=Yy(x=0)=5 L
y = 5xe?
b) |y=xly Yo=Yy(x=0) =2 y = yx%+4
o |y+y=1 Yo=Y(x=0)=3 y=2re'+1
d |y +xy=0 Yo =Y(x=0) =05 y - 1
ixz + 2
2
8 |y-x*y=0 Yo=y(x=0)=7 Ly
y = 7+e3
f) |y+e*xty*=0 Yo = Y(x =0) = 2 o1
3-e1+x
g9 |y+5y=-10 Yo = Y(x =0) =2 y=4e>-2
hy |y +6x=18 Yo =Yy(x =0) =2 y=3-¢e%
i) |y +7y+10y=40 Yo = y(x =0) = 17 y=4+8e™-5e
Yo =y(x=0)=9
)|y +7y+12y=60 Yo = y(x =0) = 11 y=6+10"e™ - 5*e™
Yo =Y(x=0) = -10
k) |y +4y=36 Yo = Y(x =0) = 12 y =9+ 3" cog(2x) + 2*sin(2x)
Yo =Y(x=0) =4
) |y +9y=54 Yo=Y(x =0) = 8 y =6+ 2*co5(3x) + 2*sin(3x)
Yo =y(x=0)=6

Aufgabe 10.4.2
Ermitteln Sie durch Einsetzen der Lésung in die lineare homogene DGL den Werte a.

a) y+4y=0 y = ¢ xe ™
b) y'+3y=0 y = ¢ xe™
C) 3y'+18y=0 y = ¢ xe™

Aufgabe 10.4.3 (Zusatzaufgabe fur Tuftler)
Ermitteln Sie durch Einsetzen der Lésung in die lineare homogene DGL den Werte a.
y'+8y' +15y=0 y = ¢ xe"® + g xe ™™

Aufgabe 10.5.1
Die folgenden DGLnN sind mit Hilfe der “Trennung der Variablen” zu lésen.

a) y-xty = 0 Yy=y(x=0)=5 b) y =xly Yo =Y(Xx=0) =2
0) y+y=1 Yo=Y(x=0) =3 d) Yy +x*y=0  y,=y(x=0)=05
&  Y-x*y=0  y=y(=0)=7 f) y+e*x Y =0 yp=y(x=0) =2

Verson 1.1 22. Dezember 2000



Aufgaben 229

Aufgabe 10.5.2
Ldsen Sie mit Hilfe der Variablentrennung. Fuhren Sie die vollsténdige Probe durch!

a) y*x-y(x-1)=0 y(2) = 3*¢
b) y -y(*+1) =0 y(0)=5

0) y(1+x?)-y=0 y(0)=8

d) y*X=y*5 y(2) =96

Aufgabe 10.5.3
Diefolgende DGLnN sind mit Hilfe der Substitution zu |6sen. Fihren Sie die Probe aus.

a) 3y =6x+4y+5 b) 4y' +8x-12y =20
) 3y +9x=12y-18 d) 3y =(5y-2x+3)? (aufwendig)
) y - 5x + 4y ) y' - 33X -7y

X X

0) dy*x =6x + 7y

Aufgabe 10.5.4
Die folgenden linearen DGLn 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten sind mit Hilfe der Variation der

Konstanten zu | 6sen.

a) 2y' + 10y =40 y(0) =2
b) 3y' + 15y = 180e™ + 270 y(0) =2
C) 3y' + 15y = 27x*e> y(0)=2
d) y' + 3y = 20 + 10* cos(4x) y(0) = 2
e y' + 6y = 30 + 60*sin(2x) y(0) =2

Aufgabe 10.5.5
Die folgenden linearen DGLN 1. Ordnung mit nicht konstanten Koeffizienten sind mit Hilfe der Variation der

Konstanten zu | 6sen.

a) Xy' + 2y =sn(x) y(1) =0
b) (x+5)y +y=x+2 y(1)=0
0 xy+ 3y - SN y(1)=0
X
d) X+ 7)Y -y=x*+9x y(1)=0 (aufwendig)

Aufgabe 10.5.6
Die folgenden DGLn sollen mit Hilfe des totalen Differentials untersucht werden. Esist festzustellen, ob diese

Methode die L6sung der DGL erméglicht. Wenn jaist die Lésung der DGL zu berechnen. Wenn moglich ist die
Lésung in der Form y = (x) anzugeben. Fihren Sie die Probe aus!

a) 2xXy+3+yx*=0 b) X+y+y(@2x+3y)=0
0 Xy + Y+ Y (By*x+x%) =0 d) Axy+2x +y'(4x +3y) =0
e 3x% + Bxy? + y'(6y? + 6x*y) = 0 f) 2y + 4y + Y (By*x + 2x*y?) = 0

9) BX2*y* + 15x*yP + y'(18x>*y® + 8x*y®) = 0

Aufgabe 10.5.7
Die folgende DGLnN sollen mit Hilfe des integrierenden Faktors gel6st werden. Als Hinweis wird die Art des

integrierenden Faktors angegeben. Fiihren Sie die Probe aus!

a) yC-2y) + (x+x%y =0 = H(X)
b) y*cos(x) + 6x*y + [4y*sin(x) + 6x7y' = 0 M= u(y)
0) 12y + 16x™y® + [15yx + 12x™*y7y'= 0 H = H(X*y)
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Aufgabe 10.7.1
Die folgenden linearen DGLnN 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten sind zu I6sen. Der Anfangswert y(x=0)

ist gegeben. Fihren Sie die vollstandige Probe aus!

a) 2y +3y=8 y(x=0) = 10
b) y +4y=16 y(x=0) = 6
C) 4y' +y=3x y(x=0) =5
d) y + 2y = 3e* y(x=0) =2
e y' + 2y = 3e* y(x=0) = 2
f) y' + 3y = 8cos(6x) y(x=0) =4
9) y' + 3y = 8cos(3x) y(x=0) = 4
h) y +y=x*e* y(x=0) =2

Aufgabe 10.7.2
Die folgenden linearen DGLn 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten sind zu [6sen. Der Anfangswert von y

und dessen Ableitung ist gegeben. Fiihren Sie die vollstandige Probe aus!

al) y'+7y +12y=5 y(x=0) =2 y(x=0)=0
a2) y"' + 7y + 12y = 5x y(x=0) =2 y(x=0)=0
a3) y' + 7y + 12y = 5*e* y(x=0) =2 y(x=0)=0
ad) y' + 7y + 12y = 5xe* y(x=0) =2 y(x=0)=0
as) y"' + 7y + 12y = 5sin(3x) y(x=0) =2 y(x=0)=0
bl)  y'+8y +25y=150 y(x=0) = 10 y(x=0) =14
b2)  y"+ 8y + 25y = 150x y(x=0) = 10 y(x=0) =14
b3)  y'+8y + 25y = 150*e> y(x=0) = 10 y(x=0) =14
b4)  y'+8y + 25y = 150-e y(x=0) = 10 y(x=0) =14
bs) y" + 8y + 25y = 150*e**sin(3x) y(x=0) = 10 y'(x=0) = 14
cl) y" + 8y’ + 16y = 80 y(x=0) =3 y(x=0)=0
2) y" + 8y + 16y = 80x y(x=0) =3 y(x=0)=0
c3) y" + 8y’ + 16y = 80* e y(x=0) =3 y(x=0)=0
c4)  y'+8y + 16y = 80*e™ y(x=0) =3 y(x=0)=0
5)  y'+8y +16y=80x*e™ y(x=0) =3 y(=0)=0

Aufgabe 10.7.3
Die Bestimmungsgle chungen zur Ermittlung der Eigenwerte A; der homogenen linearen DGLn sind anzugeben.

a) y"™ +4y™ + 3y + 6y" + 8y + 6y =0 b) y'+2y'+5y +3y=0
0 y"+ 3y +2y +5y=0 d) y" +6y"+4y"+8y'+9y=0

Aufgabe 10.7.4
Eine homogene DGL 8. Ordnung hat al's Losung folgende Eigenwerte. Geben Sie den Ansatz fir die homogene

L6sung an.

a) A =-2 Aps=-413 Agg=-5

b) A=-2 A,=-3 Ay =-513 Agg=-413 Ag=-8
) A =-2 Ayggrs =-41 3

d) A=-3 Aypy=-4%j5 Ay=-6 Ags=-8
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Aufgabe 10.7.5 (aufwendig)
Die folgende DGL mit Anfangswerten soll geldst werden.

y" + 11y" + 38y' + 40y = 800 + 2210* cos(3X)

y(x=0) =0 y(x=0)=0 y'(x=0)=0

a) Geben Sie das charakteristische Polynom in A an.

b) Berechnen Sie einen Eigenwert A, iterativ.

C) Berechnen Sie die Eigenwerte A, und A5 durch Polynomdivision und L6sen einer quadratischen Glei -
chung

d) Stellen Sie einen Ansatz fur die homogene Losung auf.

e Geben Siefir jede Anregung den Ansatz fir die spezielle Lésung an.

f) Bestimmen die spezielle Lsung.

0) Geben Sie die Gesamtlésung (noch mit Konstanten) an.

h) Bestimmen Sie die noch frei wéhlbaren Konstanten.

i) Geben Sie die Gesamtlésung an.

)] Fihren Sie die vollstandige Probe durch.

Aufgabe 10.7.6 (aufwendig)

Die folgende DGL mit Anfangswerten soll geldst werden.
y" + 9y" + 24y' + 20y = 20 + 10e®> + 30e™

y(x=0) =0 y(x=0)=0 y'(x=0)=0

a) Geben Sie das charakteristische Polynomin A an.

b) Berechnen Sie einen Eigenwert A, iterativ.

C) Berechnen Sie die Eigenwerte A, und A; durch Polynomdivision und L&sen einer quadratischen Gle -
chung

d) Stellen Sie einen Ansatz fur die homogene Losung auf.

e Geben Sie fir jede Anregung den Ansatz fir die spezielle Lésung an.

f) Bestimmen die spezielle Losung.

0) Geben Sie die Gesamtlésung (noch mit Konstanten) an.

h) Bestimmen Sie die noch frei wéhlbaren Konstanten.

i) Geben Sie die Gesamtlésung an.

)] Fuhren Sie die vollstandige Probe durch.

Aufgabe 10.7.7 (aufwendig)

Die folgende DGL mit Anfangswerten soll geldst werden.
y" + 8y" + 37y' + 50y = 200 + 522* sin(5x)

y(x=0) =0 y(x=0)=0 y'(x=0)=0

a) Geben Sie das charakteristische Polynom in A an.

b) Berechnen Sie einen Eigenwert A, iterativ.

C) Berechnen Sie die Eigenwerte A, und A; durch Polynomdivision und L&sen einer quadratischen Glei -
chung

d) Stellen Sie einen Ansatz fur die homogene Losung auf.

e Geben Sie fir jede Anregung den Ansatz fir die spezielle Lésung an.

f) Bestimmen die spezielle Losung.

0) Geben Sie die Gesamtlésung (noch mit Konstanten) an.

h) Bestimmen Sie die noch frei wéhlbaren Konstanten.

i) Geben Sie die Gesamtlésung an.

)] Fuhren Sie die vollstandige Probe durch.

Aufgabe 10.7.8
Diefolgende DGL soll gelGst werden.

Y2 +19y" + 168y® + 878y" + 2821y* + 5531y" + 6378y" + 3940y" + 1000y = 800 + 50c0s(x) + 10e™* + 60sin(2x)

a) Geben Sie das charakteristische Polynom in A an.
b) Berechnen Sie alle Eigenwerte A,.
C) Stellen Sie einen Ansatz fur die homogene Losung auf.

d) Geben Sie fir jede Anregung den Ansatz fir die spezielle Lésung an.
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Aufgabe 10.8.1
Die folgenden linearen DGLnN n-ter Ordnung sallen in ein System von n DGLn 1. Ordnung Uberfihrt werden.

Geben Sie dieses an. Gesucht ist auch die Matrixschreibwei se des DGL-Systems.

a) y" +6y" +8y" + 7y + 20y = 100 b) y" +9y™ + 7y" + 20y' + 80y = 200
) y" +8y" + 9y' + 8y = 20*sin(4x) d) y" + 8y + 16 = 20*e™

§  y"HEy" By + Oy +8y +20y=80

Aufgabe 10.8.2
Die folgenden nichtlinearen DGLnN n-ter Ordnung sind in ein System von n DGLN 1. Ordnung zu Uberfihren.

a) y" + 18y"*y" + 13y? = 18* cos(X) b) y"% 1+ 2y%xy” 1 18ysx = 20+sin(X)*X
0 y"*y +8y"*y +y* +y'=30x + 90 d) Y™+ 3y"Fy + 8y y" + y* = 20x + 30

Aufgabe 10.8.3
Diefolgenden DGL-Systeme 1. Ordnung ergeben sich aus Maschen- und Knoteregeln bei verschiedenen R-L-C-

Schaltungen fur dieVariableic (y;) und uc (y,). Die DGL Systeme erster Ordnung sind umzuformen in eine DGL
2. Ordnung fr y; und in einer zweiten Teilaufgabe flr y..

a) Yo+ a*y: t &*y, =f(X) Y2 =a*yy’
b) a*y1 + &*y)' + Y, = f(x) &Y, =V
c) 3"y + Y, = f(x) Yi= &'y, t &y,
d) Y2+ a*yr = f(x) &Y, =yt &ty

Aufgabe 10.8.4
Die folgenden DGL-Systeme 1. Ordnung sollen umgeformt werden zu einer DGL n-ter Ordnunginy..

a) Vit aty, + &*ys = f(x) (Auflésen nach y,)
Y=Yy
Ys=Yo + &*Y,

b) "y + Y, +Ys=f(X) (Auflésen nach y,)
Y1=a Y.+ a*y,
Yo = ag*ys

c) Ya+Yat+ a*y, =f(X) (Auflésen nach y;)
V1= &Y,
Yo=Y,
Y1=Yo + a*ys

I Achtung '!!'  Bei den Aufgaben 10.9.1 bis 10.9.5 treten im Vergleich zur exakten Lésung kleine oder auch
etwas grofdere Abweichungen auf. Diese sind durch dierélativ grof3en Schrittweiten bedingt. Die Abweichungen
werden bel Wahl kleinerer Schrittweiten geringer.

Aufgabe 10.9.1
FUr einige der linearen DGLnN 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten aus Aufgabe 10.7.1 sind die Lésungs-

werte mit Hilfe des Streckenzug Verfahrens (Rechteckregel) fir y(x = 0.5) zu bestimmen. Die Schrittweite soll h
= 0.1 betragen. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem anal ytischen Ergebnis aus Aufgabe 10.7.1.

Aufgabe 10.9.2
Fur einige der linearen DGLnN 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten aus Aufgabe 10.7.1 sind die Lésungs-

werte mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung fur y(x = 0.5) zu bestimmen. Die Schrittweite sall
h = 0.5 betragen. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem analytischen Ergebnis aus Aufgabe 10.7.1 und dem
numerischen aus Aufgabe 10.9.1.
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Aufgabe 10.9.3
Einigeder linearen DGLN 2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten aus Aufgabe 10.7.2 sind numerisch zu |6sen

mit Hilfe des Streckenzug Verfahrens (Rechteckregd). Der Wert y(x=0.2) soll mit der Schrittweite h = 0.05
bestimmt werden. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem analytischen Ergebnis aus Aufgabe 10.7.2.

Aufgabe 10.9.4
Einigeder linearen DGLN 2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten aus Aufgabe 10.7.2 sind numerisch zu |6sen

mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung. Der Wert y(x=0.2) soll mit der Schrittweite h = 0.1 bestimmt
werden. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem anal ytischen Ergebnis aus Aufgabe 10.7.2 und dem numerischen
aus Aufgabe 10.9.3.

Aufgabe 10.9.5
Einige der linearen DGLN 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten aus den Aufgaben 10.7.5 bis 10.7.7 sind

numerisch zu lésen mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung. Der Wert y(x=0.2) soll mit der Schritt-
weite h = 0.2 bestimmt werden. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem anal ytischen Ergebnis aus den Aufgaben
10.7.5 bis 10.7.7.

Aufgabe 10.10.1
Diefolgenden DGLn mit Anfangsbedingungen sind mit Hilfe eines Potenzreihen-Ansatzes zu | 6sen. Vergleichen

Sie, wenn mdglich, die gefundene Reihe mit der analytischen Ldsung. Berechnen Sie g, bis a,.

a) y‘ +y= 1 y(XZO) =0

b) y' + 2y = cos(x) y(x=0) =2

0 y +y=e* y(x=0)=0

d  y+y=24 Y(x=0) = 12 y(x=0)=0

5] y'+2y +y=1 y(x=0) =0 y(x=0)=0

h o y+yx=1 Y(x=0)=0

9) y +yx¢=4 y(x=0) =2

h) y// + i*y/ +X2>ky =4 y(X:O):2

X
i) Y+ Ay +y=4 y(x=0) =2 y(=0)=0

Aufgabe 10.11.1
Fur die folgenden nichtlinearen DGLn ist die Linearisierung durchzufihren. Der Wert y, ist zu bestimmen. An

der Stelley, soll linearisiert werden. (y, > 0).

a) y'+ 3y +y*+6y-27=0 b) y'+8y' +y*+8y-9=0
0 Y+ 4y? + 40y - 156 = 0

Aufgabe 10.12.1
Die folgenden homogenen DGLn mit konstanten Koeffizienten sollen mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums auf

Stabilitat untersucht werden.

a) y"+6y"+ 8y +6y=0 b) y"+6y -9y +6y=0
©) Y-8y -6y=0
d) y'-8y'+6y=0 € y'" + 12y" + 49y" + 78y' + 40y = 0
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Aufgabe 11.3.1
Geben Sie die Zeitfunktion y(t) mit Hilfe von Sprung-, Rampenfunktion und Verschiebeoperation an.

Iy 8 )
s | +7
I St
8s 12s 155 - t
9 ry 9
Ty y
12 -+8
13
St
] | Lt f f f
T 2s 4s 6s
3s 9s
Ty e)
1 a4

N e-Funktion

Aufgabe 11.3.2
Bilden Sie das Faltungsintegral

t
YO = [yiey,(t-7)de
1=0
der Funktionen y;(t) und y,(t).

a) ya(t) = sin(w,t) yat) =t b) ya(t) = cos(w,t) yat) =t
0 ya(t) = cos(w,t) yo(t) = €* d) i) = 2 yat) =t

Aufgabe 11.4.1
Transformieren Sie die Funktion y(t) mit Hilfe der Integralformel in den Bildbereich.

a) y(t) = sinh(at) b) y(t) = cosh(at)
0 y(t) = te® d) y(t) = e** cos(w,t)
e y(t) = e**sin(aw;t)

Aufgabe 11.6.1
Bilden Sie mit Hilfe von Tabelle 1 und Rechenregeln die Laplace-Transformierte der Funktion y(t).

a) y(t) = 6 - 4t b) y(t) = 10*cos(4t) - 6*sin(4t) + 8
C) y(t) =50*e® + 9 d) y(t) = 8*e® + 6* cog(9t)
) y(t) = 4t* + 20t2
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Aufgabe 11.6.2
Transformieren Sie die Bildfunktion Y (p) mit Hilfe von Tabelle 1 in den Zeitbereich zurick.

7 8 1
d  Yp -t RN(» [ S
p? P p2+144 2p
6 4 3 10 8 6
0) Y(P) = — - d) Y(P) = —— - =
p2+16 P p pr5 prd p
) Y(p) - 360~ + 144
p p

Aufgabe 11.6.3
Die Laplace-Transformierte von y(t) = €' ist gegeben mit

1
p+l

Y(p) =

Bestimmen Sie mit Hilfe des Ahnlichkeitsatzes die Laplace-Transformierte von y,(t) = €.
Y.(p) = £{e}

Aufgabe 11.6.4
Die Zeitverlaufe aus Aufgabe 11.3.1 sind Laplace zu transformieren. Benutzen Sie dazu die Ergebnisse y(t) aus

Aufgabe 11.3.1 und den Verschiebungssatz der Laplace-Transformation.

Aufgabe 11.6.5
Bestimmen Sie mit Hilfe des Dampfungssatzes der Laplace-Transformation und mit Hilfe von Tabelle 1 die

Zeitfunktionen der folgenden Funktionen im Bildbereich.

8 20
Y(p) = b Yp) = — =2
a) (p) (p N 5)3 ) (p) (p v 2)2 4 42
9 Yo - —P d Vo) - —*
p? + 10p + 61 (p + 6)°
SRR () [ — N oY) - 2
p?+6p +25 p” +6p+25

Aufgabe 11.6.6
Berechnen Sie mit Hilfe des Faltungssatzes und Tabelle 1 die Zeitfunktionen der folgenden Bildfunktionen.

d Y - LT ) V() - I
ppra P p?+w]

R I — V) -
p> pra (P? + w)(p + @)

Aufgabe 11.7.1

Transformieren Siein den Bildbereich.

fty=y y(t=0) =5

ft) =y" y(t=0) =5 y(t=0)=8

f(t) =y" y(t=0) =8 y(t=0)=6 y'(t=0)=9

f(t) = y™ y(t=0) =2 y(t=0)=3 y'(t=0) =4 y"(t=0)=6
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Aufgabe 11.8.1
Transformieren Sie die DGLnh mit Anfangsbedingungen in den Bildbereich und |6sen Sie nach Y (p) auf.

a) y" +8y + 6y =sin(3t) Yo= 4 Yo =6

b) y'+4y +5y=e” Yo= 3 Yo =8

0) y'+10y' + 50y =8 Yo= 2 Yo =5

d) y" + 25y = cos(3t) Yo= 7 Yo=9

e) y" +4y" +8y + 13y =e* Yo=5 Yo =-3 Yo' =2

f) y" +3y" +y = e%cos(4t) Yo=-1 Yo =1 Yo' =2 Yo" =3

Aufgabe 11.8.2
Losen Sieeinigeder linearen DGLN 1. Ordnung mit konstanten K oeffizienten aus Aufgabe 10.7.1 mit Hilfe der

Laplace Transformation. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus Aufgabe 10.7.1.

Aufgabe 11.8.3
Losen Sie einige der linearen DGLN 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten aus Aufgabe 10.7.2 mit Hilfe der

Laplace Transformation. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus Aufgabe 10.7.2.

Aufgabe 11.8.4 (sehr aufwendig)
Losen Siedielineare DGL 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten aus Aufgabe 10.7.5 mit Hilfe der Laplace
Transformation. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus Aufgabe 10.7.5.

Aufgabe 11.8.5 (sehr aufwendig)
Losen Siedie lineare DGL 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten aus Aufgabe 10.7.6 mit Hilfe der Laplace
Transformation. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus Aufgabe 10.7.6.

Aufgabe 11.8.6 (sehr aufwendig)
Losen Siedie lineare DGL 3. Ordnung mit konstanten K oeffizienten aus Aufgabe 10.7.7 mit Hilfe der Laplace
Transformation. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus Aufgabe 10.7.7.

Aufgabe 11.8.7
Dielinearen DGLN mit konstanten K oeffizienten ausAufgabe 10.7.3 sind Laplace zu transformieren. Zusétzliche

Anfangsbedingungen:

y(t=0)=1 y'(t=0)=0 furi=1bhisn-1

Stellen Sie nach Y(p) um. Geben Sie das Nennerpolynom an. Vergleichen Sie das Nennerpolynom mit der
Bestimmungsgleichung der A; aus Aufgabe 10.7.3.
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Ergebnisse

Aufgabe9.1.3

12 . (.« 12 T
a/2=3 - k= b, = 1- cos{ k—
* n*k*sm[ 2) : n*k*[ 2)]

wo=314.2 s

yi) = 3+ %[cos(wot) - %cos(&oot) + %cos(&oot) - % 008 (Twogt) + ...

+sin(wgt) + %sin(Zwot) . %sin(&oot) . %sin(&oot) . %sin(&oot) . %sin(?ooot) ‘..

Aufgabe9.1.4

=15 a, ~Sin(45° K) b, - 6k*[1 ~ cos(kds®)]

Tk 0k

wo=785.4 st

0.707

6
Yo - 075+ > Llwcos(wot) + %cos(Zooot) + 008 (3wt)

%cos(&u t) - écos(ﬁw t) - L;ﬂcos(? )

+
0 293

sin (3wgt)

Sin (wgt) + %sm (20t ) + 1';07

1.707 0.293

sin (5wt ) + =sm(6<Jot) +

+ %Si N (dwgt) + Sin(7wgt ) +...

Aufgabe9.2.1

Y@) = 2L 11 cos(et,)]
tw

Aufgabe 10.3.2
d  yIHyY'=0 ) 0- 2 L. IRy

Aufgabe 10.4.2
a) a=-4 b) a=-3 C) a=-6

Aufgabe 10.4.3
a=-3 &=-5

Aufgabe 10.5.1

a) y = 5xe?2 b) y = {yx?+4 0 y=2*e*+1

d) y = € y = 7+e® f) ys———"
X2 4 2 3-e(1+x)

Aufgabe 10.5.2
a) y = 6*eXl b) y = 5*exp[%x3 + x]
C) y= 8*exp[arctan(x)] d) y=3*x°
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Aufgabe 10.5.3

21 El 5 4 3 -7
a) y = =Jcxe® - 6x - 9.5 ) Yy = —=X + C*X d) Yy = =X + C*X
4 3 8
Aufgabe 10.5.4
a) y(x) = 4 - 2* e b) y(X) = -46*e> + 30*e™> + 18
9 Y= (@2+45x) e™ d) V) - —ﬁ*e 3, % + 1.2+co8(4X) + 1.6+sin(4x)

€ y(X) =5+ 9*sin(2x) - 3*cos(2x)

Aufgabe 10.5.5
3) YO - cos(1) - sm(l) sn(x)  cos(x) b) Vo) - 1 x2+4x -5
x? x2 X 2 x+5
_ —cos(x) + cos(1)
c) yx) = — 5
Aufgabe 10.5.6
3) y- 3. % b)  Methode nicht anwendbar
X
C) F=x*y+y*x=c d) Methode nicht anwendbar
2 X3+ 3y + 2y =c f) Methode nicht anwendbar
9) 23y + 3y =¢
Aufgabe 10.5.7
a) p=x?3 VX + Yy x2=¢
b) H=y y*sin(x) + 2x*y*=¢
0) H=(y*x)° By™xt+ 2x*yP=c¢
Aufgabe 10.7.1
8 22 __is _ 4x
al = — — k@ b - 4+ 26
) y=35"3" ) y
0) y =17 + 3x - 12 d) - %*e'zx - %*e"‘x
. 52 . 8 16 .
€ = (2 + 3x)* e f = ye™ o = 6X) + —+sin(6x
) y=( ) ) y 5 +15*003()+15* (6x)
9) y = %*e‘3x + %*COS(SX) + %*sin(SX) h) y = (2 * %Xz)e'x

Aufgabe 10.7.2

5 19 -3x 19 -4x

al) y = — + =@ ¥ - Zxe 77 -3 _ 101* -ax 5, 3

a2) y = —x*e —X

2 3 4 9 16 127 144
al) y=3*e* 35 ™ + 2.5* e ad) y = -e% + 3*e> + ox*e¥
33 -4x 53 -3x
ab 7=S|n3x — X - =™+ e
) y 30 (3% - 0003( ) 5 6

b1) y = 6 + e*[4cos(3x) + 10sin(3x)]
b2) y = 6x - 1.92 + e*[11.92* cos(3x) + 18.56*sin(3x)]

b3) y = 1=13*{150*e‘2X + e -20*cos(3x) + 134*sin(3x)]}

b4) y = e'4*{18*sin(3x) - QCOS(SX) + 5—0}

+=*sm3x
= (3%) -

b5  y-e '4*{ 530 + 18.0192+sin(3X) - 6.6378+coS(3¥) *cos(3x)

cl) y=5+¢e%-2- 8] c2) y = e“‘*{% + 17x] - % + 5x
c3) y =20*e®% - 17*e™ + 52xe™
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Aufgabe 10.7.3
a) A AL+ 302+ 6L+ 8L +6 =0 b) A+207+51+3 =0
C) A2+302+2L+5 =0 d) AP +6BAS+402+8L+9 =0

Aufgabe 10.7.4
a) Vi = CF e + e[ c,* 005(3X) + C;FSiN(3X) + G X* 0ox(3X) + CFX*Sin(3X) + €%[Cs + CX + CX?]

b) Yh = CF € + g* e + e¥[c* cos(3x) + ¢,*sin(3x)] + ™[ e cos(3x) + Cs*sin(3x)] + e¥[c; + Cex]
0) Yo = €%[Cy + CX] + €*[005(3X) (C; + CX + Cx?) + SiN(3X)(Cs + Cx + Cx7)]

d  Ya=cfe™ +e™ccos(BX) + cSn(5X)] + ¢F €™ + €7 + Cx + Cx* + Cx]

Aufgabe 10.7.5

i) y - f%e*x 4 276.8+e% — 482,050, 20 11.8+c08(3X) + 17.4+8N(3X)
Aufgabe 10.7.6
) y = 2B, Syem M2 oom D 20 75

54 9 27 3

Aufgabe 10.7.7
10, o , e-3*{ 188 611

i) y= —?e —?*cos(éu) + %sin(élx) + 4 - 1.2+cos(5x) - 3+sin(5x)

Aufgabe 10.7.8
a) A8+ 1907 + 168A° + 878A°5 + 2821A* + 553143 + 63782 + 3940 + 1000 =0

b) aus Rechner
)\412: '1 )\4345: '2 )\‘6: '5 )\‘78: '3 114
0) Y = € [crrex] e[t x+Cex?] +eg* € ¥ +e ¥ c,* cos(4X)+Cg* sin(4x)]

d) Yo = A + B*cos(x) + C*sin(x) + Dx*e* + E*cos(2x) + F*sin(2x)

Aufgabe 10.8.1

a) Yi' =Ya Y2 =Ys Y3 =Ya Ya = -6Y, - 8ys- 7y, - 20y, + 100
b) Yi' =Ya Y2 =Ys Y3 =Ya Ya = -9Ya - 7y5 - 20y, - 80y, + 200
c) Yi' =Ys Y2 =Ys Ys = -8y, - 9y, - 8y; + 20*sin(4x)
d) Yi'=Ys y, = -16 + 20e™ - 8y,
€) Yi' = Yo Y2 =Ys Y3 =Ya
i = Vs Ys = -6Ys - 8y, - 9ys - 8y, - 20y, + 80

Aufgabe 10.8.2

a) Y=Y, Y2 = Ys ys = 18*cos(x) - 18y,*y, - 13y
- / : 2 3
b ow=y, Y5 = [20x:Sin(X) - 2y +y; ~ 184y, #x
. . 1
0) A ys = y=[30x +90 - 8y,+y, — Vi - V]
2
d) VISV V2=V V5=V Ya = 20x +30 - 3y,*y, - 8y ey, - Yy
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Aufgabe 10.8.3 (ohne Probe)

a) 'y, +afy; + araty," = f(x) Ry, + agty, + afy, = a*f'(x)

b) a*agty," + afagty '+ y = a*f(x) aragty, + a*ay," +y, =f(x)

C) araty, + a*agty,"+y, = f(x) aragty," + araty) +y = a*f(x) + ag*f'(x)

d) arary)" +aty, +y, = a*f'(x) arary," +a*y, + Yy, =f(x) + a*f'(x)

Aufgabe 10.8.4 (ohne Probe)
a) &ragfay" + aa + )y +agty) +y = f(x) + a*f(x)
b apays - aany o2 - 1)

a

4

8 i (% i
9 y////* «a +y// 1+ L4+ 2]+ = 2 + a,f"(x)
1 al 4 1 a3 a2 a2>~<a3 83 4

Aufgabe 10.9.1

a) y(x=0.5) = 5.9205
d) y(x=0.5) = 1.1003
0) y(x=0.5) = 2.0880

b) y(x=0.5) = 4.1555
€) y(x=0.5) = 1.2992
h) y(x=0.5) = 1.2476

) Y(x=0.5) = 4.4786
f) y(x=0.5) = 0.5157

Aufgabe 10.9.2

a) y(x=0.5) = 6.1435
d) y(x=0.5) = 1.0762
0) Y(x=0.5) = 2.0316

b) y(x=0.5) = 4.6666
€) y(x=0.5) = 1.2835
h) y(x=0.5) = 1.2895

) Y(x=0.5) = 4.5024
f) y(x=0.5) = 0.3881

Aufgabe 10.9.3
al) y(x=0.2) = 1.7771 a?2) y(x=0.2) = 1.7207

ad) y(x=0.2) = 1.7710 ab) y(x=0.2) = 1.7252

a3) y(x=0.2) = 1.7729

bl) y(x=0.2) = 10.2588  b2) y(x=0.2) = 8.6398

b3) y(x=0.2) = 10.1338  b4) y(x=0.2) = 10.0264 b5) y(x=0.2) = 8.7200
cl) y(x=0.2) = 3.3616 c2) y(x=0.2) = 2.4936
c4) y(x=0.2) = 3.2377 c5) y(x=0.2) = 2.4804

c3) y(x=0.2) = 3.1884

Aufgabe 10.9.4

al) y(x=0.2) = 1.7578
ad) y(x=0.2) = 1.7456

bl) y(x=0.2) = 10.0184
b3) y(x=0.2) = 9.7780

cl) y(x=0.2) = 3.3832
c4) y(x=0.2) = 3.1469

Aufgabe 10.9.5
a) y(x=0.2) = 1.7402
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a2) y(x=0.2) = 1.6988
ab) y(x=0.2) = 1.7080

b2) y(x=0.2) = 8.4040
b4) y(x=0.2) = 9.5827

c2) y(x=0.2) = 2.4976
c5) y(x=0.2) = 2.4646

b) y(x=0.2) = 0.0362 C)

a3) y(x=0.2) = 1.7493

b5) y(x=0.2) = 8.5299

c3) y(x=0.2) = 3.0601

y(x=0.2) = 0.3268



Aufgabe 10.10.1

Ergebnisse

a) y:xfix2+ix3fix4+f.... b) y:273x+3x27£x3+£x47+....
2 6 24 6 12
0 y:xfx2+%x3f%x4+f.... d) y:12+6x27%x4+7....
1., 1.3 1.4 1.3
€ = ZXx° - =2 X7 -+ f =X-= -
) y 2X 3x + 8X + ) y = X 3x +
2 1 1
=2+4x+0x2-Sx3-x*+- ... h =2+ =x?- —x*
0) y + + 3 + y + > o +
i) y:2+X2+%X4*+....
Aufgabe 10.11.1
a) Ay +3Ay + 12Ay = 0 b) Ay' +8Ay +10Ay=0 ¢) Ay +64Ay =0
Aufgabe 10.12.1
a) DGL stahil b) DGL instabil C) DGL stahil
d) DGL instabil e DGL stahil
Aufgabe 11.3.1
a) y(t) = 5*5(t-89)
b) y(t) = 7[s(t-129)- S(t-159)]
4 6 2
C t) = —r() - —r(t-3s) + —r(t-9s
) y() 1S() 1S( )*15( )
d) y() = 3(t-25) + Sr(t-25) - r(t-4s) + Sr(t-6s) - 3s(t 69
2s 1s 2s
9 v - 4exp[t—65}<s(t6s)
2s
Aufgabe 11.3.2
t sin(w,t) 1 cos(w,t)
3) yt) = — - ——= b) v - = —2
0, o o w;
C) yt) = 2[a*cos(oolt) + wy*Sin(w,t) - axe ™ d) yt) = %t“
w; +a
Aufgabe 11.4.1
B a _ p
a) Y(p) = 7 a2 b) Y(p) = 7 a2
1
0 Y - ; d  Yp - —P2
(p+a) (p +a)? + )
W,
€) Y(p) = 5
(p+ a)? + o)
Aufgabe 11.6.1
6 4 10p-24 8
3 Yp) - - B Yp) - =S
P p ps+16 P
1 9 8 6
0 Y(p) - 50—— > d Y - ¢ P
p+8 p p+2 p2+8l
9  Yp-9%t 2
p p
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242 Anhang

Aufgabe 11.6.2

a) y(t) =5t +7 b)
C) y(t) = 4*sin(4t) - 4 + 3t d)
2 y(t) = 35 + 24t°

Aufgabe 11.6.3

1

pta

Y.i(p) =

Aufgabe 11.6.4

y(t) = 8cos(12t) + 0.5
y(t) = 10*e” - 8*e* + 6

3 V) - 5hee B YE) - e e
p
1{4 6 . 2
C Y = e — e SSp P e Sp
) (p) p2 1s 15* + 15*
d) Yip) - 3Ye ™ - e ]+ S Lljgm p.evt . 069
p 2s p2
€) Y(p) = 4—%*6_63)
+ =
P 2s
Aufgabe 11.6.5
a) y(t) = 42+ e b) y(t) = 5*e?*sin(4t)
9 Yo - e‘s‘{oos(fst) : %s‘n(fst)] d  yp=tet
§  y()=25e™sin(4 f) y(t) = e%[8cos(4t) - Bsin(40)]
Aufgabe 11.6.6
- 1
3) y(t) = M1 - e b) y®) = {1 - cos(w,d)]
a w?
-at
C yo = i " L v 2 d) y(t) 1 axsin(w,t) - w,*cos(w,t) + w xg at
1 1 1 1
a’? a a? a? + ‘Di
Aufgabe 11.8.1
3) Y(p) - > ,_4p+38
(p? + 25)(p> +8p +6) p?+8p+6
) Y - ! . S 20
(P+5P*+4p+5) p?+4p+5
o Y0 - 8 p 225
p(p? + 10p + 50)  p? + 10p + 50
d Y - P p P9
(P2 + 9)(p? +25) p2+25

Aufgabe 11.8.2 siehe10.7.1
Aufgabe 11.8.3 siehe10.7.2
Aufgabe 11.8.4 siehe10.7.5
Aufgabe 11.8.5 siehe10.7.6

Aufgabe 11.8.6 siehe10.7.7
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